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ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

В этой главе иллюстрируется применение методов Монте-Карло и прос- 

тых классических методов для численной оценки определенных интегра- 

JIOB.
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10.1. ПРОСТЫЕ ОДНОМЕРНЫЕ МЕТОДЫ ЧИСЛЕННОГО 

ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

Основной целью этой главы является ознакомление с методами Монте- 

Карло на примере задачи вычисления определенных интегралов. Однако, 

чтобы в будущем получить представление о применении метода Монте- 

Карло для интегрирования, полезно сначала обсудить широко распрост- 

раненные «классические» методы численного интегрирования. Мы уви- 

дим, что, хотя эти методы обычно предпочтительны в случае малых 

размерностей, они практически не годятся для многомерных интегралов 

и для вычисления последних наиболее пригодны методы Монте-Карло. 

Рассмотрим одномерный определенный интеграл вида 

b 

F = | dx f(x). (10.1) 

a 

Для некоторых подынтегральных функций f(x) интеграл в (10.1) можно 

вычислить аналитически, найти в справочниках или оценить с помощью 

асимптотических рядов. Однако, большинство общеизвестных функций 

проинтегрировать таким способом не удается и интегралы от них нужно 

вычислять численно. 

Классические методы численного интегрирования основаны на гео- 

метрической интерпретации интеграла (10.1) как площади под графиком 

функции f(x) в пределах от х = а до х = В (рис. 10.1). 

Ось х делится на п равных отрезков длиной Ах, где Ах равно 

f (x) 

> X 

Рис. 10.1. Интеграл F равен площади под кривой f(x).
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dx = P= a (10.2) 

И 

x, = Xt nAx. (10.26) 

Для приведенного выше случая хх =а ах, = р. 

Простейшей оценкой площади под кривой f(x) служит сумма площадей 

прямоугольников, как показано на рис. 10.2. В обычном методе прямо- 

угольников значение f(x) вычисляется в начале каждого отрезка и 

оценка F интеграла дается выражением 

Е, = )_ Их) Ах. (10.3) 

Другим приближением является формула трапеций, в которой интег- 

рал оценивается вычислением площади трапеции со сторонами, равными 

значениям f(x) в начале и конце отрезка. Это приближение эквива- 

лентно замене функции отрезком прямой, соединяющей значения [(х) в 

начальной и конечной точках отрезка. Поскольку площадь под кривой 

от точки х, до х,„, равна 5[Их,.) + f(x) JAx, TO полная площадь 

Е, определяется выражением 

f(x) 

0 7/4 9/2 

Рис. 10.2. Метод прямоугольников для функции f(x) = cos x на отрез- 
ке 0 = x = 1/2. Погрешность приближения показана закрашенными фигу- 
рами. Численное значение оценки интеграла в случае п = 8 приведено 
в табл. 10.1.
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n-1 

F = [3 f(x) + )_ fx) + 1Кх Ах. (10.4) 

i=1 

Обычно более высокую точность обеспечивает использовании квадра- 

тичной, или параболической, интерполяции по трем соседним точкам. 

Например, уравнение полинома второй степени, проходящего через точ- 

ки (Xp, Yo), (X44) и (X5,Yo), можно записать в виде 

(x - x,)(x - %) (+ = ¥y)(* = 49) y (x) = 4o (% =) - %) + Ax, = Xy)(X, - Xp) 
+ 

(x - X_)(x - %,) 

а, - а, -*) (10.5) 

Чему равно значение у(х) при х = x? Площадь под параболой $y (x) 

между точками х) и xX, может быть найдена посредством простого ин- 

тегрирования и выражается формулой 

Fy = 3 (и +44, + Yo)Ax, (10.6) 

где Ах = х-ж = XQ Xp 

ментов выражается формулой Симпсона: 

Полная площадь всех параболических сег- 

Е, = ЗА) + fle) + 2fl xy) + АК ху) + + Ах, 9) +4) + Кия. (10.7) 

Обратите внимание на то, что в формуле Симпсона п должно быть чет- 

HbIM ЧИСЛОМ. 

10.2. ЧИСЛОВОЙ ПРИМЕР 

Практически формула Симпсона пригодна для достаточно регулярных 

функций f(x), т.е. для функций, которые можно аппроксимировать по- 

линомом. Если f(x) является такой «гладкой» функцией, можно вычис-. 

лить площадь для заданного числа отрезков п, а затем удвоить число 

отрезков и вновь вычислить эту площадь. Если обе оценки достаточно 

близки, то вычисления прекращаются. В противном случае можно про- 

должать удваивать пл, до тех пор пока не будет достигнута требуемая



Численное интегрирование 9 

точность. Понятно, что данная процедура не будет работать, если 

функция f(x) не является гладкой. 

Можно ли понять заранее, какой из методов, трапеций или Симпсо- 

на, окажется лучше? Один способ основан на предположении, что функ- 

цию f(x) можно представить полиномом; в этом случае погрешность 

можно оценить (см. приложение 10A). Однако подчеркнем, что величина 

погрешности сильно зависит от характера самой функции f(x) и ee по- 

ведения на концах отрезка интегрирования и, следовательно, никакой 

численный метод не может быть универсальным. 

Приведем пример программы вычисления интеграла от функции f(x) 

методом прямоугольников. 

PROGRAM integ 

| вычисляется интеграл от функции f(x) в пределах от x = а QO x 

CALL initial{ a, b,h,n) 

CALL rectangle( а, b,h,n, area) 

CALL output( area) 

END 

я 

SUB initial( a, Б, В, п) 

LET а = 0 | нижний предел 

LET b = 0.5xpi | верхний предел 

INPUT prompt "число интервалов = ": п 

LET В = (b - a)/n | war интегрирования 

END SUB 

SUB rectangle( a,b, h,n, area) 

DECLARE DEF f 

LET x =a 

FOR i = 0 ton - 1 

LET sum = sum + f(x) 

LET x = x+h 

NEXT i 

LET area = sum*h 

END SUB 

SUB output( area) 

PRINT using "#### #######": area 

END SUB 

DEF f(x) = cos(x)
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Реализация формулы Симпсона, иллюстрирующая ее связь с формулой 

трапеций, приводится в нижеследующей подпрограмме, которую нужно 

подставить в программу integ вместо подпрограммы rectangle. 

SUB Simpson (а, Б, В, п, area) 

! приближение Симпсона 

DECLARE DEF { 

LET sumall = f(a) + f(b) 

LET sumall = 0.5*sumall | вклад концевых точек 

LET sumeven = sumall | вклад только четных членов 

LET x =a 

FOR i = 1 ton - 1 

LET x =x +h 

LET integrand = f(x) 

LET sumall = sumall + integrand |! четные и нечетные члены 

LET parity = mod(i, 2) ГО четное число, 1 нечетное число 

IF parity = О then LET sumeven = sumeven + integrand 

NEXT i 

LET sum = 4*sumall - 2*sumeven 

LET area = h*sum/3 | численная оценка 

END SUB 

Вместо того чтобы на оценивать погрешности различных классичес- 

ких формул, о которых шла речь в разд. 10.1, рассмотрим точность 

метода прямоугольников для интеграла от функции f(x) = с05х в пре- 

делах от x = 0 до x = 1/2. В табл. 10.1 приведены результаты расче- 

тов по программе integ в порядке возрастания п. Как видно из анали- 

за зависимости от п разности между численной оценкой Е, и точным 

результатом, равным единице, погрешность убывает как 1/л. Эта наб- 

людаемая зависимость погрешности от п согласуется с общим результа- 

том, полученным в приложении 10A. 

ЗАДАЧА 10.1. Прямоугольное приближение 

а. Модифицируйте программу integ Tak, чтобы можно было наглядно 

увидеть площадь под кривой у = Кх) и площади прямоугольников 

(см. рис. 10.2). 

6. Используя метод прямоугольников, оцените численно определен- 

ные интегралы от функций f(x) = 2x +327 + 43 и f(x) =е* на
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ТАБЛИЦА 10.1. Оценки методом прямоугольников интеграла 
от функции с0зх на отрезке от x = 0 до xX = 1/2 в за 
висимости от числа отрезков п. Погрешность А, равна 

разности между приближенным значением F и точным pe- 

зультатом, равным единице. Анализ зависимости А, от п 

показывает, что A. убывает примерно Kak 1/п 

n F A 
n n 

2 1.34076 0.34076 
4 1.18346 0.18346 
8 1.09496 0.09496 

16 1.04828 0.04828 
32 1.02434 0.02434 
64 1.01222 0.01222 

128 1.00612 0.00612 
256 1.00306 0.00306 
512 1.00153 0.00153 

1024 1.00077 0.00077 

отрезке 0 = x < 1. Kak приблизительно зависит погрешность OT п в 

каждом случае? 

ЗАДАЧА 10.2. Метод средней точки 

а. Одна из распространенных модификаций метода прямоугольников 

заключается в вычислении f(x) в средней точке каждого отрезка. 

Внесите необходимые изменения в программу integ и вычислите ин- 

теграл от cos x. Как соотносится величина погрешности с резуль- 

татами, приведенными в табл. 10.1? Kak приблизительно зависит 

погрешность от п? 

6. Используя метод средней точки, оцените определенные интегралы 

от функций f(x) = 2x + 3x7 + 43 и f(x) = e% 

< 1. Как приблизительно зависит погрешность от п в каждом слу- 

на отрезке 0 =х < 

чае? 

ЗАДАЧА 10.3. Формулы трапеций и Симпсона 

а. Каким образом можно модифицировать подпрограмму Simpson для 

одновременного получения оценок интеграла от функции f(x) по 

формулам трапеций и Симпсона?
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6. Используя оба метода, оцените численно интегралы от функций 

f(x) = 9х + 3x2 + 4x9 и f(x) =е”* на отрезке 0=х=1. Как 

приблизительно зависит погрешность от п в каждом случае? Какой 

метод приводит к лучшим результатам при одинаковом времени вы- 

числений? 

в. Используя формулу Симпсона, оцените значение интеграла от 

функции f(x) = (20) И е-* на отрезках -1 < х<1 -2sx=2 и 

-3 = x = 3. 

г. Используя оба метода, оцените определенный интеграл OT функ- 

ции f(x) = (1 +)! на отрезках 0 < x21 и 02x22. Какой 

метод приводит к лучшим результатам? Помните о том, что метод 

более высокого порядка не всегда дает более высокую точность. 

д. Нами уже описана процедура оценки одномерных определенных ин- 

тегралов, т.е. для выбранной классической формулы интегрирования 

вычисляются Е, И Fy, для приемлемого значения п. Если разность 

и - Ра | слишком велика, то удваиваем п до тех пор, пока не 

будет достигнута требуемая точность. Сходится ли последователь- 

НОСТЬ Е, Ро, к истинному значению интеграла F, и если да, 

то существует ли какой-нибудь способ экстраполяции к пределу? 

Рассмотрим эту идею на примере формулы трапеций. Поскольку мы 

нашли, что погрешность этого приближения убывает приблизительно 

как п? TO мы вправе записать Ё = Е, + Cn. Постройте график 

оценки Е, в зависимости от п? и получите экстраполированное 

значение РГ. Какие предположения необходимо сделать для того, 

чтобы процедура экстраполяции была успешной? Примените описанный 

метод к интегралам, рассмотренным в предыдущих задачах, и срав- 

ните полученные результаты с тем, что дают один метод трапеций и 

метод Симпсона. Более изящно описанная идея воплощена в методе 

Ромберга (см. книгу Пресс и др.). 

19.3. ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ МНОГОМЕРНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

Многие физические задачи содержат усреднение по многим переменным. 

Например, предположим, что нам известна зависимость от скорости и 

координаты полной энергии системы десяти взаимодействующих между 

собой частиц. Поскольку в трехмерном пространстве каждая частица
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имеет по три компоненты скорости и координаты, то полная энергия 

является функцией 60 переменных. Следовательно, для расчета средней 

энергии, приходящейся на частицу, требуется вычислять N = 60-мерный 

интеграл. Если разделить область изменения каждой координаты на р 

отрезков, TO в данном случае потребуется вычислять сумму по p°? 

точкам. Совершенно очевидно, что для больших значений N применять 

обычные численные методы нельзя; тем не менее стандартные методы 

все еще используются для N = 2—5. 

Дополнительное усложнение в вычисление М№-мерных интегралов вно- 

сит трудность определения N-1 пределов интегрирования. По сравне- 

нию с этим границы одномерного интеграла представляются двумя чис- 

лами: верхним и нижним пределами. 

Простейший метод оценки многомерных интегралов заключается в 

сведении этих интегралов к произведению одномерных интегралов. Дан- 

ный метод эффективен в случае простых пределов интегрирования и 

гладких подынтегральных функций. Проиллюстрируем метод на примере 

двумерного интеграла вида 

Xo Yo() 

F = | | dx dy f(x,y). (10.8) 

x4 y,(x) 

Область интегрирования определяется нижним и верхним пределами у 

при данном значении х, обозначенными соответственно у(х) и у.(^), 

и нижним и верхним пределами х, обозначенными соответственно хи 

x). Определим функцию g(x) как внутренний интеграл по переменной у: 

Уо(х) 

ax) - | жи (10.9) 
y (x) 

и запишем 

*9 
F = | dx g(x). (10.10) 

*4 

Ниже приводится структура программы двумерного интегрирования. 3a- 

метим, что для простоты использован метод прямоугольников.
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PROGRAM integ2 | вычисление двумерного интеграла от f(x,y) 

CALL initial{ x1, х2, В, п) 

CALL 1щесдх(х1, х2, К, п, area) 

CALL output( area) 

END 

SUB initial (x1, x2, В, п) 

LET xi =-1 ] нижний предел x 

LET x2 = 1 | верхний предел х 

INPUT prompt “число интервалов = ": п 

LET h = (x2 - x1)/n 

END SUB 

SUB integx (х1, х2, В, п, area) 

LET x = xt 

FOR i = 0 ton - 1 

CALL integy( x, п, 9) 

LET sum = sum + g 

LET x = x +h 

NEXT i 

LET area = sum*h 

END SUB 

SUB integy (x,n,g) 

DECLARE DEF \1 

DECLARE DEF y2 

DECLARE DEF f 

LET В = (y2(x) - yi(x))/n 

LET у = y1(x) 

LET g = 0 

FOR i = 0 ton - 1 

LET g=g + f(x,y) 

LET y=yth 

NEXT i 

LET g = g*h 

END SUB 

SUB output (area) 

PRINT using “####, #######"; area 

END SUB 

| оценка интеграла по у для данного x
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DEF \1(х) = -sqr(1 - х*х) 

DEF у2(х) = заг(1 - хжх) 

DEF f(x,y) = хжх + 6жхжу + у*у 

ЗАДАЧА 10.4. Двумерное численное интегрирование 

a. Проинтегрируйте функцию f(x,y) = x? + 6xy+ y? по — области, 

определяемой условием ry? < 1. Примените метод прямоугольни- 

ков, как и в программе integ2, и выберите число интервалов по 

каждой переменной равным п = 2Р. Используйте значения р в диапа- 

зоне р = 2-7. 

6. Модифицируйте программу integ2 так, чтобы интегрирование по 

каждой переменной выполнялось с помощью формулы Симпсона, и пов- 

торите расчет, проведенный в п. «а». 

в. Оцените зависимость погрешности от п в п.п. «а» и «б», ис 

пользуя различные значения р. 

Вопрос о зависимости от п погрешности численной аппроксимации 

4-мерного интеграла рассмотрен в приложении 10А. Там показано, что 

если для 4 = 1 погрешность аппроксимации убывает как п“ 

мерном случае эта погрешность убывает как nd 

, тов 4- 

18.4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ ПРОСТЕЙШИМ МЕТОДОМ 

мМОЯТЕ-КАРЛО 

Каким образом можно с помощью кучи камней измерить площадь пруда? 

Предположим, что пруд расположен в центре поля известной площади А. 

Бросайте камни произвольным образом так, чтобы они падали в случай- 

ных точках в пределах поля, и считайте количество всплесков при по- 

падании камней в пруд. Площадь пруда приблизительно равна площади 

поля, умноженной на долю камней, попавших в пруд. Эта простая про- 

цедура является примером метода Монте-Карло. 

Поясним подробнее суть этого метода. Представим себе прямоуголь- 

ник высотой Н и длиной В - а такой, что функция f(x) лежит внутри
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него (рис. 10.3). Генерируем п пар случайных чисел xX, WY» УДОВ- 

летворяющих условиям а= хх и OS y, = H. Доля точек (х»у), 

которые удовлетворяют условию у, = i(x,), представляет собой оценку 

отношения интеграла от функции f(x) к площади прямоугольника. Отсю- 

да оценка Е, в методе «проб и ошибок» определяется выражением 

п 

= AS, (10.11) 
п 

где п,— число «всплесков» или точек, лежащих под кривой, п—общее 

количество точек, а А-—площадь прямоугольника. Заметим, что не сле- 

дует путать величину п в формуле (10.11) с числом интервалов п, ко- 

торое фигурировало в рассмотренных выше численных методах. 

Другая разновидность метода Монте-Карло основывается на теореме 

анализа, гласящей, что интеграл (10.1) определяется средним значе- 

нием подынтегральной функции f(x) на отрезке а = x <В. Для вычис- 

ления этого среднего возьмем х, не с постоянным шагом, а случайным 

образом и произведем выборку значений f(x). Оценка Е, одномерного 

интеграла (10.1) методом «выборочного среднего» выражается формулой 

Е, = (b- a) <f> = (6-а) ny fl) (10.12) 

i=1 

где х,— случайные числа, равномерно распределенные на отрезке а = 

< х, = 6, а п количество испытаний. Обратите внимание на то, что 

формулы (10.3) и (10.12) различаются только тем, что в первой фор- 

муле п точек выбираются с постоянным шагом, а во второй —случайным 

образом. Мы обнаружим, что для интегралов невысокой размерности 

H 

(x) 

a b 

Рис. 10.3. Функция f(x) находится в прямоугольной области высотой Н 
и длиной (6 - a).
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формула (10.3) оказывается точнее, HO для многомерных интегралов 

все же предпочтительнее формула (10.12). 

Может показаться странным, что с помощью детерминированного ком- 

пьютера удается генерировать последовательности «случайных» чисел. 

Пока нас вполне устроит использование «псевдослучайных» последова- 

тельностей, генераторы которых предусмотрены в различных языках 

программирования. В приведенной ниже программе иллюстрируется упот- 

ребление функций rnd и randomize, имеющихся в языке True BASIC, для 

получения случайных чисел, равномерно распределенных на отрезке 

[0, 1]. Свойства этих функций будут рассмотрены в гл. 11. 

PROGRAM random | при каждом обращении генерируется новая 

RANDOMIZE | случайная последовательность 

LET nrandom = 10 | количество случайных чисел 

САЦ. гап4от1( nrandom) 

END 

SUB гап4от\1( пгап4от) 

FOR i = 1 to nrandom 

LET x = rnd 

PRINT x 

NEXT i 

END SUB 

Если мы хотим получить случайные числа, равномерно распределен- 

ные на отрезке [a, 6], то используем соотношение x = a + (6-а) г, 

где г—равномерно распределенные числа на отрезке [0, 1]. Это соот- 

ношение реализовано в следующей подпрограмме. 

SUB random2( a,b, nrandom) 

FOR i = 1 to nrandom 

LET x = a + (b - a)*rnd 

PRINT x 

NEXT i 

END SUB 

Следующая подпрограмма генерирует случайные целые числа на отрезке 

[1, №}
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SUB random_integers{ nrandom) 

LET N = 10 

FOR i = 1 to nrandom 

LET x = int(N*rnd + 1) 

PRINT x 

NEXT | 

END SUB 

ЗАДАЧА 10.5. Вычисление одномерных интегралов методом Монте-Карло 

а. Составьте программу, которая реализует метод проб и ошибок 

Монте-Карло, выражаемый итоговой формулой (10.11). Найдите оцен- 

ку Е, интеграла от функции f(x) = 4 1-х? в зависимости от 

числа испытаний п. Положите а = 0, 6=1, Н =1 и произведите 

выборку функции 1-х?. Умножьте оценку на 4. Вычислите раз- 

ность между Е, и точным результатом, равным TW. Эта разность яв- 

ляется мерой погрешности метода Монте-Карло. Постройте график 

зависимости погрешности от п в дваждылогарифмическом масштабе. 

Какой будет приблизительная функциональная зависимость погреш- 

ности от п при больших значениях п? 

6. Оцените интеграл от f(x), используя метод Монте-Карло выбо- 

рочного среднего (10.12), и вычислите погрешность как функцию от 

числа испытаний пл для значений п до 10000. Определите приблизи- 

тельную функциональную зависимость погрешности от пл для больших 

значений п. Сколько необходимо провести испытаний, чтобы полу- 

чить Р, с точностью до двух десятичных знаков? 

в. Определите машинное время, затрачиваемое на одно испытание, 

для этих двух разновидностей метода Монте-Карло. Какой из мето- 

дов предпочтительней в этом случае? 

19.5. ВЫЧИСЛЕНИЕ МНОГОМЕРНЫХ ИНТЕГРАЛОВ МЕТОДОМ 

МОНТЕ-КАРЛО 

Численное интегрирование методом Монте-Карло наиболее эффективно 

для оценки многомерных интегралов, которые, как правило, не вычис- 

ляются обычными численными методами. В качестве примера расчета 

многомерных интегралов этим методом рассмотрим нахождение центра
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масс и момента инерции твердых тел. Предположим, что масса распре- 

делена непрерывно с известной плотностью P(x,y). Для простоты будем 

рассматривать двумерные тела. Масса малого элемента площади ахау 

равна 

dm = p(x,y)dxdy, (10.13) 

а полная масса тела равна 

М = || p(x, у) dxdy. (10.14) 

Пределы интегрирования определяются геометрией тела. Аналогично 

можно выразить координаты центра масс X, 7: 

Х = Е: [| ots) ах dy (10.15а) 

У = 7 | | y p(x,y) dx dy. (10.156) 

Если тело вращается вокруг OCH г, то его момент инерции равен 

1, = [Те + y”) р(х, у) ахау. (10.16) 

Вычисление М, К и Г методом выборочного среднего осуществляется 

просто. Например, обобщение метода выборочного среднего для вычис- 

ления момента инерции имеет вид 

Lan = (9-х) 4) mY у) Ole py) (10.17) 
f=1 

где /, ,—ouenka 1, для п испытаний, а x, и у независимые случай- 
<х = 5 и < ные числа на отрезках x, = xX = xX) иу = узу.
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Рис. 10.4. Форма твердого диска, рассматриваемого в задаче 10.6. 

ЗАДАЧА 10.6. Свойства твердого диска 

а. Вычислите методами Монте-Карло полную массу, центр масс и мо- 

мент инерции диска, изображенного на рис. 10.4. Внешний радиус 

диска г. = 4, а радиус круговой полости г, = 1. Центр полости 

находится на расстоянии а = 1 от центра большего диска. Плот- 

ность остальной части этого тела однородна и равна р = 1. 

6. Повторите расчеты п. «a» с плотностью р(х,иу) = 1+7 (2 +у)), где 

х W Y измеряются относительно центра большего диска. 

“в. Вычислите рассмотренные выше величины, используя формулу 

Симпсона. Какой метод более удобен в этом случае? Какой метод 

эффективнее с точки зрения использования машинного времени? 

10.6. АНАЛИЗ ПОГРЕШНОСТИ МЕТОДА МОНТЕ-КАРЛО 

Как метод Монте-Карло, так и классические методы численного интег- 

рирования дают приближенные реультаты. Точность определяется числом 

испытаний в методе Монте-Карло и количеством отрезков разбиения в 

классических методах. В задаче 10.5 мы воспользовались знанием точ- 

ных значений интегралов и установили, что погрешность метода Монте- 

Карло стремится к нулю при больших п приблизительно как nv? В 

дальнейшем мы оценим погрешность для случая, когда точный ответ не- 

известен. Наш основной результат состоит в том, что зависимость по- 

грешности от п не чувствительна к виду подынтегральной функции и, 

что наиболее ценно, не зависит от кратности интеграла. Поскольку в
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задаче 10.3 мы нашли, что погрешность метода Симпсона для одномер- 

ного интеграла пропорциональна п, то делаем вывод, что для интег- 

ралов небольшой размерности стандартные численные методы, такие, 

как формула Симпсона, обычно предпочтительнее методов Монте-Карло, 

если область интегрирования не очень сложна. Однако поскольку с ро- 

стом размерности погрешность стандартных численных методов увеличи- 

вается (см. приложение 10A), то для интегралов большой размерности 

главными являются методы Монте-Карло. 

Так как нахождение надлежащей меры погрешности в расчетах мето- 

дом Монте-Карло является тонким делом, получим эту погрешность на 

конкретном примере. Вычислим методом Монте-Карло интеграл от функ- 

ции f(x) = 4 1-х? на отрезке [0, 1]. Результат наших вычислений, 

полученный методом выборочного среднего для конкретной последова- 

тельности п = 10000 случайных чисел, равен F = 3.1489. Сравнивая 

эту оценку с точным ответом F = пЯ 3.1416, находим, что соответст- 

вующая погрешность для случая п = 10000 испытаний приблизительно 

составляет 0.0073. Как соотносится наше значение Е, с результатом, 

полученным вами в задаче 10.5 с тем же значением п? Мы знаем, что 

если подынтегральная функция не равна константе, то F не будет, 

вообще говоря, равно F. Как можно узнать, достаточно ли п = 10000 

испытаний для достижения требуемой точности? Сколь малым можно ожи- 

дать отличие Р, от F для данного значения п? Конечно, мы не можем 

ответить на эти вопросы со всей определенностью, поскольку если бы 

фактическая погрешность Е, была известна, то можно было бы внести в 

Fe соответствующую поправку и получить РЁ. Самое лучшее, что мы MO- 

жем сделать, — это вычислить вероятность того, что истинное значе- 

ние F лежит в некотором интервале с центром в F .. 

Одной возможной мерой погрешности, которая, по-видимому, хорошо 

вам знакома, является дисперсия с?, определяемая выражением 

0? = <f2> - <fo’, (10.18) 

где 

=) №) (10.19а) 

1 <= = f(x)? (10.196)
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Величина 0 называется стандартным отклонением. Нам известно, что 

если бы f не зависела от х, то O равнялось бы нулю. Для нашего при- 

мера и той же последовательности случайных чисел, которая использо- 

валась для вычисления F , получаем 0’ = 0.8850. Поскольку фактичес- 

кая погрешность, как мы знаем, гораздо меньше ©, то напрашивается 

вывод, что 0 не может быть непосредственной мерой погрешности. 

Одним из условий, которому должна удовлетворять мера погрешнос- 

ти, является ее убывание с ростом п. Как вы считаете, будет ли O, 

определенная выражением (10.18), убывать с ростом п? Один из спосо- 

бов получения оценки погрешности заключается в проведении серии до- 

полнительных расчетов по п испытаний в каждом. Каждый такой расчет 

дает среднее значение, или измерение, которое мы обозначим М,. Эти 

измерения, вообще говоря, не будут одинаковыми, поскольку каждое 

измерение производится CO своей последовательностью случайных чи- 

сел. Качественно величина разброса измерений служит мерой погреш- 

ности одного измерения. Предположим, имеется набор из т измерений 

{М}, состоящих из одинакового числа испытаний. Удобной мерой раз- 

броса этих измерений является стандартное отклонение средних °, 

которое мы определим как 

0? = <M’> - <M>?, (10.20) 

где 

т 

<M> = 1 > My (10.21а) 

a= 1 

И 

т 

<M?> = + )_ М? (10.216) 

a= 1 

Чтобы лучше уяснить смысл °„, найдем оценку ©, проведя т = 10 из- 

мерений. В результате каждого измерения, состоящего из п = 10000 

испытаний, получаются свои значения среднего М и ©. Найденные зна- 

чения М и O для каждого измерения приведены в табл. 10.2. 

Из табл. 10.2 видно, что в разных сериях измерения М отличаются. 

Исходя. из значений М в табл. 10.2 и соотношения (10.20), получаем 

оценку для ©’:
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ТАБЛИЦА 10.2. Вычисления среднего значения 

функции f(x) = 4v 1- х? на отрезке [0,1] 
методом Монте-Карло. Всего проведено 10 из- 
мерений (серий) по 10000 испытаний в каж- 
дом. Для каждого измерения приведены среднее 
значение М и стандартное отклонение O 

Серия a М Oo 

1 3.14892 0.88501 
2 3.13255 0.89865 
3 3.14042 0.88924 
4 3.14600 0.88525 
5 3.15257 0.88757 
6 3.13972 0.89698 
7 3.13107 0.89700 
8 3.13585 0.89406 
9 3.13442 0.89746 

10 3.14047 0.89213 

„= 0.0068. (10.22) 

Это значение о согласуется с полученным выше результатом для по- 

грешности, равной 0.0073. Отсюда можно заключить, что стандартное 

отклонение средних ©, представляет собой меру погрешности одного 

измерения. Более точная интерпретация о состоит в том, что с веро- 

ятностью 0.68 значение Е, (т.е. My) отличается от «истинного» сред- 

него не более чем на °. Следовательно, вероятная ошибка нашего 

первого измерения Е, сп = 10000 составляет 3.149 + 0.007. 

Хотя ©, дает нам оценку вероятной ошибки, наш метод получения 

о, требующий проведения дополнительных измерений, не используется. 

В приложении 10Б мы приводим аналитический вывод соотношения 

и я с/Уп. (10.23) 

Данное соотношение между о, 4 0 в пределе очень большого числа из- 

мерений превращается в точное равенство. Заметим, что из (10.23) 

следует, что вероятная ошибка убывает как корень квадратный из чис- 

ла испытаний. В случае нашего примера находим, что вероятная ошибка 

первоначального измерения приблизительно равна 0.8850/100 ~ 0.009, 

что согласуется с известной ошибкой 0.007 и с нашей оценкой я 

= 0.007. 

Один из способов убедиться в правильности соотношения (10.23) 

основан не на проведении дополнительных измерений, а на разбиении
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ТАБЛИЦА 10.3. Средние значения |. функции 

Ix) = 4/ 1-х? на отрезке 0 = х <1 для 
групп по 1000 испытаний в каждой. Сред- 

нее значение f(x) по всем 10 группам равно 
3.14892, что совпадает со значением 
первого измерения в табл. 10.2 

Группа $ iP 

3.14326 
3.15633 
3.10940 
3.15337 
3.15352 
3.11506 
3.17989 
3.12398 
3.17565 
3.17878 O

O
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начального измерения из п испытаний на $ групп. Обозначим среднее 

значение функции Кх) в каждой из $ групп через р. и проанализиру- 

ем отклонения Е. по каждой группе. Например, разобьем 10000 испы- 

таний первого измерения на $ = 10 групп по n/s = 1000 испытаний в 

каждой. Значения р. приведены в табл. 10.3. 

Заметим, что, как и ожидалось, средние значения f(x) для каждой 

группы различны. В качестве меры погрешности разумно взять стан- 

дартное отклонение средних каждой группы. Обозначим эту величину 0": 

_ 92 og Q о; = < - fo”, (10.24) 

где усреднение выполняется по всем группам. Из табл. 10.3 получаем 

о. = 0.025. Хотя о’ можно рассматривать в качестве вероятной ошиб- 

ки, Мы видим, что эта величина почти в три раза превышает оценку 

0.009, приведенную в (10.22). Кроме того, необходимо получить оцен- 

ку ошибки, которая не зависит от разбиения данных на группы. Такой 

величиной является не о, а отношение o /vs, которое в нашем приме- 

ре приблизительно равно 0.025/3.16 = 0.008. Это значение согласует- 

ся сб, и отношением с/Уп. Значит, п испытаний можно интерпретиро- 

вать либо как одно измерение, либо как набор s измерений. В первой 

интерпретации вероятная ошибка равна стандартному отклонению для п 

испытаний, поделенному на квадратный корень из числа испытаний. 

Аналогично вторая интерпретация означает, что вероятная ошибка рав- 

на стандартному отклонению 5$ измерений |, поделенному на квадрат- 

ный корень из числа измерений.
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Заметим, что ошибку можно сделать сколь угодно малой, либо уве- 

личивая число испытаний, либо повышая «эффективность» испытаний и 

посредством этого уменьшая стандартное отклонение 0. Некоторые ме- 

тоды уменьшения дисперсии рассматриваются в разд. 10.8 —10.9. 

ЗАДАЧА 10.7. Оценка ошибки метода Монте-Карло 

а. Оцените интеграл от f(x) = e~ на отрезке 0 = x = 1. Восполь- 

зуйтесь методом Монте-Карло выборочного среднего с п = 3600 ис- 

пытаний. Вычислите стандартное отклонение 06’, определяемое форму- 

лой (10.18). Значительно ли меняется ваша оценка с увеличением 

числа испытаний? Поскольку точный ответ можно получить аналити- 

чески, вычислите ошибку. Как соотносится эта ошибка с полученной 

по формуле (10.23)? 

6. Произведите девятнадцать дополнительных измерений интеграла 

по п = 3600 испытаний каждое. Чему равно стандартное отклонение 

© для двадцати измерений? Совпадает ли с оценкой ошибки, по- 

лученной в п. «а»? Сильно ли изменится ваша оценка о, если уве 

личить количество измерений? 

в. Разбейте свое первое измерение на s = 20 групп по 180 испыта- 

ний в каждой. Вычислите стандартное отклонение 0’ ‹ ГРУПП. Совпа- 

дает ли величина o/s’? с полученными ранее оценками ошибки? 

г. Разбейте свое первое измерение на $ = 10 групп по 360 измере- 

ний в каждой и вычислите стандартное отклонение групп. Чему рав- 

но значение o/s’? в каждом случае? Kak соотносятся стандартные 

отклонения групп для этих двух различных разбиений данных? 

д. Вычислите с точностью до двух десятичных знаков интеграл 

1 
2 

| ax e*, (10.25) 

0 

используя в качестве оценки вероятной ошибки величину o /vn. 

“ЗАДАЧА 10.8. Важность случайности 

В гл. 11 мы узнаем, что генератор случайных чисел, включенный во
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многие языки программирования, основан на методе «вычетов». В 

этом методе каждый последующий член последовательности может 

быть найден из предыдущего по формуле 

Xap = ах, + с mod т, (10.26) 

где х, «начальное число», а а, с и т-неотрицательные целые 

числа. Случайные числа на единичном отрезке [0,1] получаются по 

формуле г, = x fm. Запись у = хто4 т означает, что если х боль- 

ше т, то модуль т вычитается из х до тех пор, пока не выполнится 

условие 0 < y < т. В конце концов эта последовательность чисел 

начнет повторяться, определяя, таким образом, период генератора 

случайных чисел. Для изучения работы плохого генератора случай- 

ных чисел выберем параметры Хх, а, си т так, чтобы последова- 

тельность (10.26) обладала плохими статистическими свойствами, 

например коротким периодом. Чему равен этот период в случае xX, = 

=1, а=5, с=0 и m = 32? Оцените интеграл из задачи 10.7а, 

проведя одно измерение из 3600 испытаний с помощью генератора 

«случайных чисел» (10.26) с приведенными выше значениями xy а, 

с и т. Проанализируйте результат измерения тем же способом, что 

и раньше, т.е. вычислите среднее, среднее для каждой из двадцати 

групп и стандартное отклонение этих средних. Затем разбейте дан- 

ные на десять групп и вычислите те же величины. Связаны ли стан- 

дартные отклонения групп такой же зависимостью, как и ранее? Ес- 

ли нет, то почему? 

19.7, НЕРАВНОМЕРНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

В предыдущих двух разделах мы познакомились с тем, как можно ис- 

пользовать равномерно распределенные случайные числа для оценки оп- 

ределенных интегралов. Однако желательно, вообще говоря, выборку 

подынтегральной функции f(x) производить чаще в тех областях x, где 

|f(x)| велика или быстро меняется. Поскольку в таких методах «вы- 

борки по значимости» требуются неравномерные распределения вероят- 

ностей, рассмотрим здесь метод «обратного преобразования» (обратной 

функции) для генерирования случайных чисел, которые распределены 

неравномерно. 

Необходимо ввести понятие плотности вероятности р(х), при этом 

p(x)dx — вероятность того, что случайное число принадлежит отрезку
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[x, х + dx]. Плотность вероятности нормируется так, чтобы 

+0 

| dx p(x) = 1. (10.27) 

-0 

Примем, что г—случайное число, равномерно распределенное на еди- 

ничном интервале [0, 1] с плотностью вероятности 

pr) = 1, если 0 = г = 1, (10.28) 

0 в противном случае. 

Переменная, удовлетворяющая распределению вероятности (10.28), на- 

зывается равномерно уклоняющейся. Наша цель состоит в том, чтобы 

найти соотношение между х и г такое, что если г распределена по за- 

кону (10.28), то x будет распределена с плотностью вероятности 

р(х). Для получения этого соотношения сначала вычислим интеграл 

x 

P(x) = | dx’ p(x’). (10.29) 

-W 

Функция P(x) интерпретируется как интегральная функция распределе- 

ния, Которая равна вероятности получения случайного числа, меньшего 

или равного x. Геометрическая интерпретация: P(x) представляет со- 

бой часть площади под кривой плотности вероятности р(х) слева от х. 

Требуемое соотношение между величинами х и г легче сформулировать, 

чем вывести. Ниже мы покажем, что обращение выражения 

P(x) = г (10.30) 

приводит к искомому соотношению 

x = Pr). (10.31) 

Чтобы разобраться в формулах (10.30) и (10.31), заметим, что по- 

скольку переменная г равномерно распределена на единичном отрезке, 

то функция Р(х), связанная с г соотношением (10.30), также распре- 

делена равномерно. Вероятность того, что P(x) принадлежит отрезку
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[P(x), Р(х) + аР(х)], равна adP(x), и она же, согласно (10.30), рав- 

на dr. Соотношение между dP(x) и dx можно найти, дифференцируя ра- 

венство (10.29): 

a = p(x). (10.32) 

Отсюда, используя (10.28), имеем для 0 = r = 1 

dP(x) = p(x)dx = p (r)dr. (10.33) 

Из выражения (10.33) видим, что переменная x распределена с требуе- 

мой плотностью вероятности р(х). 

Последовательность шагов, соответствующая методу обратного пре- 

образования, следующая: генерируется случайное число г и решается 

(10.31) с получением соответствующего значения х. В качестве приме- 

ра воспользуемся (10.31) для получения случайных чисел, равномерно 

распределенных на отрезке [а, 8]. Требуемая плотность вероятности 

р(х) равна 

a(x) = 1/(6 - а), ecmasr < 6, (10.34) 
0 в противном случае. 

Функцию интегрального распределения вероятности Р(х) на отрезке 

а = х = 6 можно найти, подставив (10.34) в (10.29) и вычислив ин- 

теграл. В результате получим 

P(x) = ^@. (10.35) 
р -а 

Если подставить выражение (10.35) для P(x) в (10.30), то найдем ис- 

комое соотношение 

x= Р (г) = a + (6-a)r. (10.36) 

Переменная x, определяемая формулой (10.36), распределена с плот- 

ностью вероятности (10.34). Соотношение (10.36) было использовано в 

подпрограмме random2 из разд. 10.4. 

Приведем пример использования метода обратного преобразования 

для функции распределения
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p(x) = ae **, если 0 < x < ©, (10.37) 
0, x < 0. 

Если подставить (10.37) в (10.29) и выполнить интегрирование, то 

получим P(x) = 1-е“*. В этом случае решение уравнения (10.30) 

дает х = -а Шп( - 2). Поскольку 1-г распределена так же, как и 

г, мы можем написать 

x= P\r) = -а nr. (10.38) 

Переменная x, полученная из (10.38), распределена с плотностью Be- 

роятности р(х) по закону (10.37). Заметим, что на большинстве ком- 

пьютеров вычисление натурального логарифма, входящего в (10.38), 

будет протекать с использованием разложения в степенной ряд для 

каждого значения г. Поэтому метод обратного преобразования может 

оказаться не самым эффективным. 

Для применения метода обратного преобразования должны выполнять- 

ся два условия. Вид функции Р(х) должен быть таким, чтобы интеграл 

(10.29) вычислялся аналитически или численно и чтобы было возможно 

разрешить соотношение Р(х) = г относительно х. К сожалению, гауссо- 

во, или нормальное, распределение 

2 

p(x) = o (any И?е* 7 20” (10.39) 

является примером распределения, для которого невозможно получить 

Р(х) аналитически. Однако мы можем сгенерировать двумерное гауссово 

распределение р(х, y)dxdy: 

22 

p(x,y)dxdy = o (2) е +9 У 20" dxdy, (10.40) 

воспользовавшись методом Бокса — Мюллера. Перейдем к полярным коор- 

динатам 

6 = arctg y/x, (10.41) 

положим р = 72/2 и запишем вероятность в виде 

р(р,@)арае = (2m) 'ePadpde. (10.42) 

Анализ выражения (10.42) показывает, что если генерировать р рас-
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пределенным по экспоненциальному закону (10.37), а 0 генерировать 

равномерно распределенным на отрезке [0, 21], то переменные 

) И? И 2 1т 0 (10.43) x = (2p)’“cos@, и= (2p 

будут распределены mo закону (10.39) с нулевым средним и Oo = 1. 

Другие процедуры получения гауссова распределения мы рассмотрим в 

задаче 11.12 и приложении 10B. 

ЗАДАЧА 10.9. Неравномерные плотности вероятности 

а. Напишите программу, которая позволит убедиться в TOM, что по- 

следовательность случайных чисел {x} формируемая по формуле 

(10.38), распределена по экспоненциальному закону (10.37). 

6. Постройте генератор случайных чисел, распределенных с плот- 

ностью вероятности 

p(x) = 
0 в противном случае. 

в. Убедитесь в том, что переменные x и и в (10.43) распределены 

в соответствии с Гауссовым законом. Чему равны среднее значение 

и стандартное отклонение х и у? 

“г. Как можно с помощью выражений (10.43) получить распределение 

Гаусса с произвольными средним и дисперсией? 

19.8. ВЫБОРКА ПО ЗНАЧИМОСТИ 

Поскольку анализ, проведенный в разд. 10.6, показал, что оценка по- 

грешности метода Монте-Карло пропорциональна 0, желательно познако- 

миться с методами «выборки по значимости»), которые уменьшают би 

повышают эффективность каждого испытания. В качестве примера этого 

метода введем положительную функцию p(x) такую, что 

ЭВ советской литературе используются также термины выборка по важ- 

ности или существенная выборка. — Прим. перев.
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b 

| ax p(x) = 1. (10.45) 

a 

Тогда интеграл (10.1) можно переписать в виде 

b 

f(x) 
- , 10.46 Е [НЫ p(x) (10.46) 

Мы можем вычислить интеграл (10.46), производя выборку в соответст- 

ВИИ С «распределением вероятности» р(х) и конструируя сумму 

т) —. (10.47) 

Заметим, что для однородного случая p(x) = 1/(6-а) и (10.47) пе- 

реходит в (10.12). 

Мы хотим выбрать функцию р(х) так, чтобы дисперсия подынтеграль- 

ного выражения {х)/р(х) была минимальна. Поскольку в общем случае 

вычислить 0 аналитически не удается, определим ее а posteriori и 

выберем функцию p(x), которая ведет себя как f(x) там, где f(x) ве 

лика. Если мы сумеем подобрать подходящую р(х), то подынтегральное 

выражение будет медленно меняющейся функцией и, следовательно, дис- 

персия уменьшится. В качестве примера опять рассмотрим интеграл 

(см. задачу 10.7) 

1 
2 

Е = | ax е*. (10.48) 

0 

Оценка F с p(x) = 1 на отрезке 0 < x < 1 приведена в первом столбце 

табл. 10.4. Подходящей весовой функцией может быть p(x) = Ae, где 

А выбирается из условия нормировки р(х) на единичном отрезке. Заме- 

тим, что p(x) выбрана положительно-определенной и. качественно по- 

добна функции f(x). Результаты представлены во втором столбце табл. 

10.4. Видно, что, хотя машинное время, приходящееся на одно испыта- 

ние, в неоднородном случае больше, использование неравномерного 

распределения вероятности эффективнее за счет меньшего значения OC.
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ТАБЛИЦА 10.4. Оценки интеграла (10.48) методом Монте-Карло 
с однородной p(x) = 1 и неоднородной p(x) = Аехр (-х) плот- 
ностями вероятности. Постоянная А выбрана из условия норми- 
ровки p(x) на единичном отрезке. Точное значение интеграла 
приблизительно равно 0.7468. Приведены оценки F, стандарт- 

ное отклонение 0 и вероятная ошибка onl’? Время ЦП (с) да- 
но только для сравнения и относится к компьютеру Macintosh 
для программы, написанной на языке True BASIC 

р(х) = 1 p(x) = Ае* 

п (испытаний) 20 000 1 000 
F 0.7452 0.7482 

с 0.2009 0.0544 

с/т"? 0.0016 0.0017 
Время ЦП на испытание (с) 0.0077 0.0280 
олное время ЦП 154 28 

ЗАДАЧА 10.10. Выборка по значимости 

а. Выберите в качестве весовой функции p(x) = e~ и вычислите 

интеграл 
0 

| dx хе *. (10.49) 

0 

6. Положите p(x) = е “* и оцените интеграл 

и 

1 dx (10.50 
| x? + cos? x 

0 

Определите такое значение а, которое минимизирует дисперсию это- 

го интеграла. 

10.9. МЕТОДЫ СЛУЧАЙНОГО БЛУЖДАНИЯ 

Один общий метод получения произвольного неравномерного распределе- 

ния вероятности был предложен Метрополисом, Розенблатом и Теллером 

в 1953 г. Метод Метрополиса представляет собой частный случай про- 

цедуры выборки по значимости, в которой некоторые возможные выборки
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отбрасываются (см. приложение 108). В гл. 16 он будет применен в 

задачах статистической механики для генерирования больцмановского 

распределения вероятности. 

Для простоты познакомимся с одномерным вариантом метода Метропо- 

лиса. Предположим, мы хотим сгенерировать случайные переменные с 

произвольной плотностью вероятности p(x). В методе Метрополиса мо- 

делируется «случайное блуждание» точек {x}, распределение которых 

после большого числа шагов асимптотически стремится к распределению 

вероятности p(x). Случайное блуждание определяется заданием вероят- 

ности перехода их, —> x) от одного значения x, к MpyroMy—x, для 

того чтобы распределение точек х, Хх, Хх. ... сходилось к p(X). 

Можно показать, что достаточно (но не необходимо) удовлетворить ус- 

ловию «детального баланса» 

p(x.) w(x.— x) = p(x) w(x; — x). (10.51) 

Соотношение (10.51) He определяет w(x, — x) единственным образом. 

Рассмотрим простейший вариант 9(х,-х)), который удовлетворяет ус- 

ловию (10.51): 

w(x, x) = min| 1, “LI, (10.52) 

Данный переход wx, — X,) можно описать следующими шагами. Предпо- 

ложим, что «пешеход» находится в точке с координатой x. Для форми- 

рования x: 

1) Выбираем пробную` координату х=х, + 5, где 6, — случайное 

число на отрезке |[-д, 9]. 

2) Вычисляем w = p(x )/p(x ). 

3) Если w 2 1, принимаем этот переход и полагаем Xa = 

4) Если w < 1, генерируем случайное число г. 

5) Если г = w, принимаем этот переход и полагаем Xt = Х, 

6) Если пробный переход не принят, то полагаем хит = Х,. 

Прежде чем сформируется асимптотическое распределение вероятнос- 

ти с плотностью р(х), необходимо произвести выборку ряда точек слу- 

чайного блуждания. Каким выбрать максимальный «размер шага» 6? Если 

9 слишком велико, то будет приниматься малая часть пробных шагов и 

выборка р(х) будет неэффективна. С другой стороны, если д слишком
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мало, то приниматься будет ббльшая часть пробных шагов, HO опять 

выборка р(х) будет неэффективна. Грубый критерий выбора величины д 

заключается в том, что приниматься должно приблизительно от одной 

трети до половины шагов. Желательно также выбрать значение Хх) Ta 

ким, чтобы распределение x, достигало асимптотического распределе- 

ния как можно скорей. Очевидно, что начинать случайное блуждание 

следует с такого значения х, при котором функция р(х) максимальна. 

Ниже приведена подпрограмма, реализующая алгоритм Метрополиса. 

SUB Metropolis (x, delta, naccept) 

DECLARE DEF p 

LET xtrial = x + delta*(2*rnd - 1) 

LET w = p(xtrial)/p(x) 

IF rnd <= w then 

LET x = xtrial 

LET naccept = naccept + 1 |! число принятых переходов 

END IF 

END SUB 

ЗАДАЧА 10.11. Распределение Гаусса 

а. Используя подпрограмму Metropolis, разработайте программу ге- 

нерирования гауссова распределения p(x) = Аехр (-х2/202). Явля- 

ется ли существенным численное значение нормировочной постоянной 

А? Определите качественную зависимость коэффициента принятия и 

времени установления равновесия от максимального размера шага 6. 

Одним из критериев «равновесия» может быть выполнение условия 

‹х2> м 07 Каким целесообразно выбрать д при oO = 1? Сколько не- 

обходимо провести испытаний до достижения равновесия при выбран- 

ном вами значении д? (Положите x)= 0.) 

6. Модифицируйте свою программу так, чтобы она строила график 

асимптотического распределения вероятности, генерируемого алго- 

ритмом Метрополиса. 

“в. Вычислите автокорреляционную функцию C(j), определяемую вы- 

ражением 

<A. = . 

C(j) = SL mo, (10.53)
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где <...> означает усреднение по случайному блужданию. Чему рав- 

но значение C(j = 0)? Каково было бы значение С(] + 0), если бы 

x, были совершенно случайными? Вычислите C(j) для различных зна- 

чений | и определите значение |, при котором функция С(]) прак- 

тически равна нулю? 

ЗАДАЧА 10.12. Применение метода выборки по значимости 

а. Хотя в данном случае метод Метрополиса не самый эффективный, 

используйте его для оценки интеграла 

4 

| dx x? e* (10.54) 

0 

с p(x) = хе“ на отрезке 0 = < 4. Постройте график числа по- 

сещений пешеходом точек %, Xp Хо vee - Равномерно ли выбира- 

ется подынтегральная функция? Если нет, то в какой примерно об- 

ласти изменения переменной х отсчеты подынтегральной функции 

производятся чаще? 

6. Вычислите интеграл 

| dx x” e%, (10.55) 

используя эффективный метод выборки по значимости. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А. ОЧЕЙКИ TRONS COOP EE UAC Oe 

Выведем зависимость погрешности аппроксимации от количества отрез- 

ков разбиения для методов численного интегрирования, рассмотренных 

в разд. 10.1 и 10.3. Эти оценки основаны на предположении о сущест- 

вовании представления подынтегральной функции f(x) рядом Тейлора 

f(x) = Кх) + Ро) -х) + 5 M(x (x - x)? + ... (10.56) 

и интегрировании (10.1) на отрезке xX SxS x: 

as | 

| dx f(x) = f(x,)Ax + 5 f (x (Ax)? = СР(х (Ах +... (10.57) 

x, 
t 

Сначала оценим погрешность метода прямоугольников, в котором 

функция f(x) вычисляется на левом конце каждого отрезка. Погреш- 

ность A, на отрезке [х„х,,] равняется разности между (10.57) и 
i 

оценкой f(x )Ax: 

Xie 

A, = [| dx fx) | - f(x)bx = РР (А? (10.58) 

of 

Мы видим, что основной член погрешности на каждом отрезке имеет по- 

рядок (Ax)? или, в символической записи, O((Ax)?). Поскольку полное 

число отрезков равно п, а Ax = (6 - a)/n, то полная погрешность ме- 

тода прямоугольников по порядку. величины равна nh, я п(Ах)?, или 

O(n"), 
Оцененную погрешность формулы трапеций можно найти аналогичным 

образом. Погрешность на отрезке [x x44] определяется разностью 

между точным значением интеграла и оценкой [Их _ Кх 1х2: 

* i+ 

А, = [| dx A) | - FU f(x) - fle, Ах. (10.59) 

x. 
t 

Если для оценки интеграла использовать формулу (10.57), а для оцен-



38 Глава 10 

KH функции f(x 1) в (10.59) — выражение (10.56), то увидим, что 

член, пропорциональный f’, сокращается и погрешность на одном OT 

резке равна O((Ax)°). Отсюда полная погрешность формулы трапеций на 

отрезке [a, 5] равна О(п-?). 

Поскольку формула Симпсона основывается на приближении функции 

f(x) параболой на отрезке [% 4 Xl члены погрешности, Mmponop- 

циональные |”, сокращаются. Можно было бы ожидать, что вклад внесут 

члены погрешности порядка №’ (х(АХ*, но они сокращаются в силу 

их симметричности. Следовательно, формула Симпсона правильно описы- 

вает член (№х)* в разложении функции f(x) в ряд Тейлора. Если в 

разложении функции f(x) в ряд Тейлора сохранить член порядка (Ах), 

то найдем, что погрешность на отрезке [x., X,,1 По порядку величи- 

ны равна № (х (АХ, а полная погрешность формулы Симпсона на от- 

резке [a, 6] составляет O(n“). 

Обобщим теперь оценки погрешности на двумерный случай. Двумерный 

интеграл от f(x,y) представляет собой объем под поверхностью, опре- 

деляемой функцией f(x,y). В «прямоугольном» приближении этот интег- 

рал запишется в виде суммы объемов параллелепипедов с площадью ос- 

нования AxAy и высотой, равной значению f(x,y) в одном из углов. 

Для определения погрешности разложим f(x,y) в ряд Тейлора: 

Кх,у) = Кхру) + FC py x ху + (хуи 9) ts (10.60) 

roe [, и Г, обозначают частные производные f(x,y) соответственно по 

х и у. Запишем погрешность в виде 

А, = || дама - f(x,y )Axdy. (10.61) 

Подставим (10.60) в (10.61) и почленно проинтегрируем. Получаем, 

что член, пропорциональный f, сокращается, а интеграл от (х- х)ах 

дает (Ax)?/2. Интеграл от этого выражения по dy дает еще один MHO- 

житель Ау. Аналогичный вклад дает интеграл от члена, пропорциональ- 

ного (у-у)). Поскольку Ay составляет тоже O(Ax), то соответствую- 

щая погрешность на отрезках [x., x4 и Ly» у] равна 

A, ® SUF Cepy) + ГА (10.62) 

Мы видим, что погрешность, связанная с одним параллелепипедом, со- 
3 

ставляет O((Ax)"). Поскольку всего имеется п параллелепипедов, пол-
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ная погрешность по порядку величины равна n(Ax)°. Однако в двумер- 

ном случае п = A/(Ax)? и, следовательно, полная погрешность состав- 

2) По сравнению с этим в одномерном случае полная пог- ляет О(п 

решность равна O(n"). 

Соответствующие оценки погрешности для двумерных обобщений фор- 

мул трапеций и Симпсона соответственно равны O(n") и O(n"). Boo6- 

ще если для одномерного случая погрешность составляет O(n"), то в 

4-мерном случае она равна O(n 24), В противоположность этому пог- 

решности метода Монте-Карло не зависят от размерности и меняются 

как O(n”), Таким образом, для достаточно больших 4 интегрирова- 

ние по методу Монте-Карло будет приводить к меньшим погрешностям 

при тех же значениях п. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 195. АНАЛИТИЧЕСКИЙ ВЫВОД СТАНДАРТНОГО 

OPE AOE OY СРЕДНЕГО 

В разд. 10.6 мы привели эмпирические соображения в обоснование TO- 

го, что ошибка одного измерения из: п испытаний равняется ©/Уп, где 

0’—стандартное отклонение для одного измерения. Сейчас мы приведем 

аналитический вывод этого соотношения. Обозначим измеряемую в экс 

перименте величину через х. Рассмотрим т наборов измерений, каждое 

состоит из п испытаний, итого общее число испытаний равно тп. Будем 

нумеровать индексом Q отдельные измерения, а индексом {—испытания 

в каждом измерении. Обозначим через Хо ге измерение в наборе с 

номером &. Значение измерения дается формулой 

_1 My =a) ж.. (10.63) 

Среднее М полного числа тп испытаний равно 

у Мат), Fone’ (10.64) 
a= 1 (=1 i=1 

М = 

3
)
 

e,=M,-M. (10.65)
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Следовательно, мы можем записать дисперсию этих средних как 

(10.66) 

Теперь мы хотим связать величину 0 с дисперсией отдельных испы- 

таний. Отклонение отдельного испытания от среднего равно 

d..=x,,-M. (10.67) 

(10.68) 

Запишем 

- г > (хо: м) = т )_ Ч: . (10.69) 

Если подставить (10.69) в (10.66), то получим 

7-1 1 )_ dy | | 1 dy (10.70) 

a= 1 4=1 1=1 

Суммирование в (10.70) по испытаниям Ги | в наборе с номером a со- 

держит два сорта членов с [=] и i # j. Мы предполагаем, что dai 

и Чи, | являются независимыми и в среднем половина из них положи- 

тельнаа а другая половина отрицательна. Следовательно, в пределе 

очень большого числа измерений можно ожидать, что сохраняться в 

формуле (10.70) будут только члены с i = j. В результате, имеем
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т п 

o = 1. 42. (10.71 
тп? 2 й 

1 Q=1 i= 

Если мы объединим (10.71) и (10.68), то получим требуемый резуль- 

тат: 

2_0¢0 
= hn: (10.72) 

Ree Te TVS ROE A TIS se. 

Хотя метод обратного преобразования, рассмотренный в разд. 10.7, в 

принципе можно использовать для генерирования любого требуемого 

распределения вероятностей, на практике это метод ограничивается 

функциями, для которых обратное преобразование P(r) можно найти 

аналитически или с помощью несложного численного приближения. Дру- 

гим методом генерирования неравномерных распределений вероятностей 

является метод отбора-отказа, предложенный фон Нейманом. В основе 

этого метода лежит простое геометрическое соображение, применяемое 

при вычислении определенных интегралов методом проб и ошибок, кото- 

рый обсуждался в разд. 10.4. 

Предположим, что р(х)—нормированная функция распределения веро- 

ятности, которую мы хотим генерировать. Для простоты будем считать 

р(х) не равной нулю на единичном отрезке. Рассмотрим положительно- 

определенную функцию сравнения w(x) такую, что w(x) > p(x) на всем 

интересующем нас интервале. Простым, хотя не всегда оптимальным вы- 

бором ш является константа, превышающая максимальное. значение p(X). 

Поскольку площадь под кривой p(x) в интервале OT x до х+Ах равна 

вероятности попадания х в этот интервал, можем следовать процедуре, 

аналогичной той, которая использовалась в методе проб и ошибок. Ге- 

нерируем два случайных числа, определяющие расположение случайной 

точки в двумерном пространстве, которая распределена равномерно под 

функцией сравнения w(x), Если эта точка не попадает под кривую 

p(x), то мы ee отбрасываем, если она попадает под Hee, то оставля- 

ем. В этом методе подразумевается, что принимаемые точки расположе- 

ны равномерно под кривой p(x) и ее координаты x распределены в со- 

ответствии с p(X).
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Одна из процедур генерирования случайных точек (x,y), равномерно 

распределенных под заданной функцией сравнения w(x), заключается в 

следующем: 

1. Выбираем w(x). В качестве одного из вариантов выбора можно по- 

добрать такую w(x), чтобы значения xX, распределенные в соответ- 

ствии C w(x), можно было бы генерировать методом обратного пре- 

образования. Пусть полная площадь под кривой w(x) равна А. 

2. Генерируем равномерно распределенное случайное число на отрезке 

[0, A] и используем его для получения соответствующего значения 

х, распределенного согласно w(x). 

3. Для значения х, сгенерированного на шаге 2, получаем равномерно 

распределенное на отрезке [0, w(x)] случайное число y. Точка 

(x,y) равномерно распределена по площади, расположенной под 

функцией сравнения w(x). Если у <= p(x), TO x принимается в ка- 

честве случайного числа, распределенного в соответствии с p(x). 

Конечно, шаги 2 и 3 нужно много раз повторить. 

Заметим, что метод отбора-отказа эффективен, только если функция 

сравнения w(x) близка к p(x) на всем рассматриваемом интервале.



СЛУЧАЙНОЕ БЛУЖДАНИЕ 

В этой главе мы познакомимся с понятиями вероятности и случайных 

процессов на примере модельных физических систем.
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Первоначальную формулировку задачи о «случайных блужданиях» предло- 

жил Пирсон в 1906 г. Если пьяный делает N шагов равной длины от фо- 

нарного столба в произвольных направлениях, то как далеко отойдет 

он от этого столба? Со времени такой формулировки случайного блуж- 

дания модели случайного блуждания получили широкое распространение 

в физике, биологии и общественных науках. Хорошо знакомыми по учеб- 

никам приложениями являются диффузия молекулы в газе и броуновское 

движение коллоидных взвесей в жидкости. Другим важным приложением 

методов случайного блуждания служит моделирование длинных полимер- 

ных цепочек, рассматриваемое в разд. 11.4. В разд. 10.9 мы узнали, 

что с помощью методов случайного блуждания можно вычислять опреде- 

ленные интегралы. В действительности многие задачи, как, например, 

решение уравнения Шредингера, можно переформулировать на языке слу- 

чайного блуждания (см. гл. 17). Однако, чтобы хорошо разбираться в 

этих приложениях, сначала необходимо изучить простые модели. 

ыы < Po. TEE MA ЗЕМ oe АЗ И GD PAE ТЕ A LPS 
Ir, Aad CaM keine CY OY AGH Board А А НИЕ 

Хотя пьяницы не являются основным объектом изучения физики, рас- 

смотрим сначала идеализированную одномерную задачу о движении пья- 

ного (пешехода), который начинает двигаться от фонарного столба, 

расположенного в точке x = 0 (рис. 11.1). Все шаги имеют одинаковую 

длину [{. Направление каждого шага пешехода не зависит от направле- 

ния предыдущего. На каждом шаге по времени пешеход делает шаг впра- 

во с вероятностью р и шаг влево с вероятностью 4 = (1-р). Пусть 

п, обозначает количество шагов вправо, а п, —влево. Полное число 

шагов равно № = п,+п,. Тогда полное смещение пешехода от начала 

координат после № шагов равно x = (n,-n,)l, где -М = x = №. Oc- 

HOBHOH интересующей нас величиной является вероятность Ру (х) того, 

что после N шагов пешеход окажется на расстоянии х от столба. Мы 

Фонарньй сл7олб 

х=0 — 

Рис. 11.1. Одномерное случайное блуждание пьяного.
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2 
можем вычислить среднее смещение <X,> и дисперсию <AX > смещения 

М 
пешехода по формулам 

Nl 

cx,p = )_ xP y (x) (11.1) 

х=- М! 

И 

<Ax*> = <> - <x”, (11.2) 

где 

Nl 

‹х2> = ) _#P (x) (11.3) 2 y (2). | 

=-NI 

Усреднение производится по всевозможным блужданиям, состоящим из N 

шагов. 

Исследование задачи случайного блуждания, сформулированной выше, 

можно провести аналитически, воспользовавшись теорией вероятностей 

(см. учебник Рейфа). В результате для величин <x 

ются аналитические выражения 

2 - № и <Аху> получа 

<Xty> = (p-q)NI (11.4) 

<Axt> = 4pqNnP. (11.5) 

Заметим, что, согласно формуле (11.4), в симметричном случае p = 

= 9 = 1/2 получаем среднее <Ху> = 0. 

Теперь рассмотрим наш пример случайного блуждания с другой точки 

зрения: на языке диффузии молекулы в разреженном газе. Предположим, 

чтс молекула пробегает расстояние # между столкновениями с другими 

молекулами. Если допустить, что последовательные смещения молекулы 

между столкновениями статистически независимы, то движение молекулы 

будет тождественно блужданию пьяного. Поскольку движение такой мо- 

лекулы можно к тому же описать некоторым диффузионным процессом, 

опишем кратко связь случайного блуждания с диффузией. В разд. 11.6
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мы установим, что процесс диффузии частично характеризуется линей- 

ным соотношением 

<AR(t)> = 2dDt, (11.6) 

связывающим между собой время ¢ и среднеквадратичное смещение моле- 

кулы <AR(t)*> из начального положения при {= 0. Коэффициент про- 

порциональности D в формуле (11.6) называется коэффициентом само- 

диффузии молекулы, а 4—размерность пространства. Чтобы сопоставить 

(11.5) и (11.6), положим время между шагами равным T, так что М = 

= Мт, и отождествим длину свободного пробега 2 с шагом пешехода I. 

Тогда формулу (11.5) можно переписать в виде 

<Ax?> = 4pgl(t/t). (11.7) 

Сравнивая (11.6) и (11.7), мы делаем заключение, что коэффициент 

диффузии случайно блуждающего пешехода в одномерном случае выража- 

ется при р = 1/2 формулой D = C/o. 

Хотя соотношения (11.4) и (11.5) можно вывести, используя прос- 

тые аналитические методы, нам необходимо разработать метод модели- 

рования блужданий, которые не имеют точных решений. Два важных Me- 

тода моделирования —точный комбинаторный метод (полного перебора) и 

метод Монте-Карло. 

В методе, основанном на полном переборе, количество и вероят- 

ность всех блужданий для заданных М№ и х вычисляются в явном виде. В 

качестве примера на рис. 11.2 показано восемь блужданий для N = 3 u 

4 = 1. Заметим, что число блужданий для положительных и отрицатель- 

ных значений х одинаково. Перебор всех блужданий позволяет вычис- 

лить Р.(х) (рис. 11.2), и мы получим 

<хз> = > хР.(х) = 343 ~ Зра?+ Зр?а + 3p° = 

А 

3(p* - q*)\(p + 4) = 

3(p + q)(p- 9) = З(р- 9), (11.8) 

943 + Зра? + 3p7q + 9p° = <Xq"> = > x° P(x) 

= 12pq + [3(p - 9)". (11.86)
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х =-3 х=-1 х = | х=3 

4—4 ++ >> 
—> > 

+ 
=> Pa + < 

—> + 
+-<+ —>—> 

Ф 3p¢ Зр?а р? 

Рис. 11.2. Восемь случайных блужданий в одномерном (4 = 1) случае 
при N = 3 и полном смещении x. Для наглядности отдельные шаги изоб- 
ражены смещенными по вертикали. Приведена также вероятность P(x), 
где р—вероятность шага вправо, а g = 1- p—BepOATHOCTb шага влево. 

В формулах (11.8) мы использовали связь р+9=1. Из (11.8) нахо- 

дим, ЧТО среднеквадратичное смещение выражается формулой <Ax’> = 

= <X9> «> = 12pg, что совпадает с (11.5). В методе полного пе- 

ребора компьютер используется как ‹«счетовод», который генерирует 

возможные блуждания и в конце концов получает точные выражения для 

рассматриваемых величин. Поскольку полное число возможных /Л-шаговых 

блужданий в одномерном случае составляет м, то метод полного пере- 

бора, вообще говоря, ограничен малыми значениями М. (Конечно, это 

ограничение можно преодолеть, если модель решается аналитически.) 

Мы будем пользоваться результатами полного перебора для проверки 

наших вычислений методом Монте-Карло. 

ЗАДАЧА 11.1. Точный расчет одномерных случайных блужданий 

а. Для N = 3 имеются три блуждания с х = Ти три блуждания сх = 

= -1 (рис. 11.2). Сколько имеется блужданий для М = 4 с x = 0? 

Как это число связано с числом блужданий для случая x = t1 и М = 

= 3? Как связано число четырехшаговых блужданий с x = 2 с числом 

трехшаговых блужданий с х = 1 их = 3? Получите точное соотноше- 

ние между числом М№-шаговых блужданий со смещением х и числом 

(№-1)-шаговых блужданий со смещением x + 1. Используя получен- 

ное соотношение, определите число возможных блужданий для задан- 

Horo x и значений N = 4 и N =5, а также точные результаты для 

Ру (х), <ху> и <Ахл> при М=4иМ=5. 

6. Пользуясь соотношением, полученным в п. «а», составьте прог- 

рамму, в которой перебираются возможные блуждания для заданных 

значений N и x. Вычислите точные значения Р„(х), <х)> и <Axt>
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для № от 1 до 8. Используя полученные результаты точного расче- 

Ta, покажите, что P,, (х) можно записать в виде 

P, (x) = М! 9-8 giz ~ 2), (11.9) 
М ху (М _ Ми) No

ls
 

где (N +3 x) и (N - 5 x) — число шагов вправо и влево соответственно. 

В противоположность методу полного перебора всех блужданий из М 

шагов для малых значений № в методе Монте-Карло моделируются блуж- 

дания, состоящие из многих шагов, например М№ от 100 до 1000. Гене- 

рируется большое число блужданий с искомыми вероятностями, которые 

обеспечивают принадлежность выбранных блужданий множеству всех до- 

пустимых блужданий. Понятно, что чем больше используется блужданий, 

тем точнее получается результат. На практике требуемую ` точность по- 

лучают, сравнивая результаты для все большего числа испытаний, пока 

они не станут меняться с заданной степенью точности. 

Ниже приведен пример программы моделирования методом Монте-Карло 

одномерного случайного блуждания; в подпрограмме walk реализован 

алгоритм случайного блуждания. 

PROGRAM random_walk! 

| моделирование методом Монте-Карло случайного блуждания для d = 1 

DIM prob(-64 to 64) 

CALL initial( p,N, ntrial) 

FOR itrial = 1 to ntrial 

CALL walk(x, p, М) 

CALL data(x, xcum, x2cum, prob) I сбор данных после М шагов 

NEXT itrial 

CALL ауегаде( М, ntrial, xcum, x2cum, prob) 

END 

SUB initial( p,N, ntrial) 

RANDOMIZE 

LET ntrial = 100 | число испытаний 

LET р = 0.5 | вероятность шага вправо 

INPUT prompt “число шагов = ": М 

END SUB



Сличайное ближдание 49 

SUB walk(x, р, М) 

LET x = 0 | начальное положение для каждого испытания 

РОК istep = 1 to М 

IF rnd <= p then 

LET x = x + 1 

ELSE 

LET x =x-1 

END IF 

NEXT istep 

END SUB 

SUB data(x, xcum, x2cum, prob( )) 

LET xcum = xcum + x 

LET x2cum = х2сит + x*x 

LET prob(x) = prob(x) + 1 

END SUB 

SUB ауегаде( М, ntrial, xcum, x2cum, prob( )) 

| средние значения для М-шагового блуждания 

LET norm = 1/ntrial 

LET xbar = xcum*norm 

LET x2bar = x2cum*norm 

FOR x = -N to N 

LET prob(x) = prob(x)*norm 

IF prob(x) > О then PRINT x, prob(x) 

NEXT x 

LET variance = x2bar - xbar*xbar 

LET sigma = sqr( variance) 

PRINT "среднее смещение = ”; xbar 

PRINT “sigma = "; sigma 

END SUB 

Для вычисления распределения вероятности P(x) необходимо рас- 

смотреть большое число испытаний и зафиксировать относительное чис- 

ло появлений пешехода в точке с координатой xX после N шагов. Or- 

дельно вычислять в программе <X,> и <Ax*> не нужно, поскольку эти 

величины можно получить из Ру (х). Однако во многих приложениях ве- 

личины <x,> и <Ax? 
М М 

вычислять распределение Py (x), требующее большого объема памяти. 

> уже достаточно информативны и нет необходимости
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ЗАДАЧА 11.2. Моделирование одномерных случайных блужданий методом 

Монте-Карло 

а. Модифицируйте программу random_walk таким образом, чтобы пос- 

ле каждых 100 испытаний выводилась траектория каждого случайного 

пешехода и строился график P (*). Задайте в своей модифицирован- 

ной программе параметры р = 0.5, N = 64 и atrial = 1000. Воспри- 

нимаются ли траектории каждого пешехода визуально как «случай- 

ные»? Как качественно меняется вид функции P(x) в зависимости 

от числа испытаний? 

6. Используя программу random_walk с параметром р = 0.5, вычис- 

mute Py, (x), <Х\> и <Ax?> при М = 8, 16, 32 и 64. Сравните полу- 

ченные для <х) 

ответами (11.4) и (11.5). Если необходимо вычислить <Ax*> с оди- 

наковой относительной точностью для N = 8 и М = 64, то в каком 

случае потребуется больше испытаний? 

> И <Ax\p результаты с соответствующими точными 

в. Постройте график Р‚(х) для приведенных выше значений №. Явля- 

ется ли Py (x) непрерывной функцией? Чему равно значение PA) B 

точке максимума для каждого значения № Чему равна приближенная 

«ширина» P(x) в каждом случае? 

г. Используя график Ру (х), покажите, что при достаточно больших 

№ распределение Р‚(х) может быть аппроксимировано гауссовым рас- 

пределением 

P(x) = o (2m) exp [-(х - <x>)?/207}, (11.10) 

где 0? = <Ax’>. Подставьте вычисленные значения <x> и <Ах? в 

формулу (11.10). Для всех ли значений х выражение (11.10) аппро- 

ксимирует рассчитанное распределение одинаково хорошо? 

д. Используя анализ погрешностей, рассмотренный в разд. 10.6, 

оцените число испытаний, необходимое для получения ‹Ах\> при 

N = 8 и N = 64 с точностью 5%. Данный анализ приводится в прило- 

жении 11А. Чему равно стандартное отклонение «Ау»? 

е. Положите р = 0.7. Вычислите <Х\> и <X%> для тех же значений 

№ что и в п. «б». Как можно интерпретировать <X 

чае? 

№ В этом слу-
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Во многих приложениях моделей случайного блуждания при больших 

значениях N используются асимптотические результаты. Например, во 

многих моделях случайного блуждания величина ‹Ах\> удовлетворяет 

при достаточно больших N степенному закону, например 

<Axt> ~ М (N » 1). (11.11) 

Соотношение (11.11) является примером асимптотического масштабного 

закона. Другими словами, при удвоении числа шагов среднеквадратич- 

ное смещение пешехода увеличивается в Q” раз. Для одномерного слу- 

чайного блуждания из (11.5) находим, что v = 1/2. Во многих зада- 

чах, которые будут рассматриваться в этой главе, исследуется, су- 

ществует ли степенной закон и зависит ли показатель степени № от 

структуры и размерности решетки, а также от типа блуждания. 

ЗАДАЧА 11.3. Асимптотические свойства одномерного случайного 

блуждания 

а. Постройте в логарифмическом масштабе график зависимости <Ax?» 

от N и оцените показатель степени V, определенный в формуле 

(11.11). Метод наименьших квадратов для оценки VD приведен в при- 

ложении 11А. 

6. Другой важной величиной, характеризующей случайное блуждание, 

является <S,>—CpeMHee число различных узлов решетки, посещаемых 

во время М-шагового блуждания. Вычислите методом Монте-Карло 

<З\> и определите асимптотическую зависимость <> от М. 

11.3. ОБОБЩЕНИЯ МЕТОДА СЛУЧАЙНЫХ БЛУЖДАНИЙ 

Модели случайного блуждания не ограничиваются одномерным случаем 

и применяются не только к блужданию пьяных или движению молекул. В 

следующих ниже задачах рассматриваются некоторые из более общих и 

часто используемых моделей случайного блуждания и указываются неко- 

торые приложения. Другие приложения можно найти в литературе, при- 

веденной в конце главы. 

Статистический характер задачи случайного блуждания означает, 

что мы рассматриваем либо большое число последовательных блужданий, 

как в задачах 11.2 и 11.3, либо большое число одинаковых пешеходов, 

движущихся одновременно. В следующей задаче мы рассмотрим движение



52 Глава 11 

многих пешеходов, которые перемещаются случайно и независимо друг 

от друга. 

ЗАДАЧА 11.4. Простая задача двумерного случайного блуждания 

Рассмотрим «рой» из М «пчел», расположенный изначально в единич- 

ном круге с центром в начале координат. На каждом шаге по време- 

ни каждая пчела движется случайным образом равновероятно в одном 

из четырех возможных направлений: на север, юг, восток или за- 

пад. В приведенной ниже программе реализуется этот алгоритм и 

положение пчел изображается точками на экране. 

PROGRAM random_walk2 1 двумерное случайное блуждание 
ОМ х(200),у(200) 

CALL initial(N, М, x, у) 

CALL move(N,M, x, у) 

END 

SUB initial(N, M,x(), y()) 

RANDOMIZE 

INPUT prompt "полное число шагов = ": М 

INPUT prompt "число частиц = ": М 

LET aspect_ratio = 1.5 

LET ymax = 0. 5*М 

LET xmax = азрес{! гаНожутах 

SET window -хтах, хтах, -ymax, ymax 

| частицы располагаются случайно внутри единичной окружности 

FOR i = 1 to M 

LET г = 2«rnd - 1 

LET theta = 2*pi*rnd 

LET x(i) = r*cos( theta) 

LET y(i) = r*sin( theta) 

PLOT POINTS: x(i), y(i) 

NEXT i 

END SUB
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SUB move(N,M,x(), y()) 

FOR istep = 1 to N 

FOR i=1toM 

CALL choice(i,x, y) 

NEXT i 

CLEAR 

FOR Г = Тю М 

PLOT POINTS: x(i), y(i) 

NEXT i 

NEXT istep 

END SUB 

SUB choice(i, x(), y()) | алгоритм двумерного случайного блуждания 

LET prob = rnd 

IF prob <= 0.25 then 

LET x(i) = x(i) + 1 

ELSEIF prob <= 0.5 then 

LET x(i) = x(i) - 1 

ELSEIF prob <= 0.75 then 

LET y(i) = y(i) - 1 
ELSE 

LET y(i) 

END IF 

END SUB 

y(i) + 1 

а. Выполните программу random_walk2 и качественно опишите харак- 

тер движения пчелиного роя. 

6. Предположим, что каждая пчела расположена случайным образом 

внутри единичной окружности и имеет случайную начальную скорость 

в одном из четырех возможных направлений. В течение каждого вре- 

MeHHOrO интервала каждая пчела делает шаг единичной длины в на- 

правлении своей начальной скорости. Отличается ли движение дан- 

ного роя пчел от движения роя в п. «а»? 

в. Используя первоначальную формулировку задачи случайного блуж- 

дания, вычислите <X,>, <У)>, <Аху> и <у\> как функции от числа 

шагов N. Усреднение выполняется по М пчелам. Вычислите также 

средний квадрат полного смещения <AR*>, определяемый как 

<AR?> = <> + “yr — <Х<Х > — <YapsYap- (11.12)
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Каковы качественные зависимости этих величин от числа шагов? Вы- 

числите зависимость R? от N, где R? „—максимальное смещение 

пчел на N-mM шаге. Различаются ли качественно зависимости R? и 

<AR?> от N для всех № 

г. Повторите вычисления п. «в», используя формализм случайной 

скорости, а не случайного блуждания. Различаются ли качественно 

усредненные движения пчел? Если да, то объясните природу и при- 

чину этого различия. 

В задаче 11.4 мы допустили, что каждый шаг имеет равную длину и 

совершается в одном из четырех направлений. Следовательно, мы неяв- 

но предположили, что каждое блуждание происходит на квадратной ре- 

шетке, как показано на рис. 11.3, а. Для квадратной решетки коорди- 

национное число 2, число ближайших соседних узлов, равно четырем. 

Используется и другая двумерная решетка —треугольная (рис. 11.3,6), 

у которой z= 6. Как говорилось в гл.б6, двумерные твердые тела 

обычно имеют треугольную решетку, а не квадратную. Если не оговоре- 

но особо, мы считаем период решетки равным единице. 

Поскольку мы часто будем рассматривать поведение среднего квад- 

рата полного смещения для больших N [см. (11.12)], то удобно ввести 

обозначение: 

Ry = / <AR®> (11.13) 

Величину К» называют среднеквадратичным смещением и ее не следует 

путать с абсолютным значением вектора R,. Показатель степени р оп- 

ределяется асимптотическим соотношением (большие NV) 

а G 

Рис. 11.3. а—пример квадратной решетки: каждый узел решетки имеет 
четыре соседа. б—пример треугольной решетки: каждый узел решетки 
имеет шесть соседей. Расстояние между рядами по вертикали равно 
(1/2)v3. Каждый ряд узлов сдвинут по горизонтали на 1/2 относитель- 
но соседних рядов. Период решетки равен единице.
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Ry ~ aN”, (11.14) 

где @—NOCTOAHHaA величина порядка единицы. 

ЗАДАЧА 11.5. Случайные блуждания на двумерных и трехмерных 

решетках 

а. Перечислите все случайные блуждания на квадратной решетке с 

N = 4 и получите точные значения для <х)>, <Y sp и <АВ,>. Напиши- 

те программу для вычисления методом Монте-Карло <X,>, <У\> и 

‹\Е\> и убедитесь в ее правильности, сравнивая полученные с ее 

помощью результаты с точными. Рассмотрите случай, когда все че- 

тыре направления равновероятны. 

6. Вычислите методом Монте-Карло Ry для N = 8, 16, 32 и 64 с 

приемлемым числом испытаний для каждого значения М. Заметим, 

что, вообще говоря, оцененные средние значения <х)> и <Y,> не 

будут в точности равны нулю и наилучшие результаты получаются 

путем непосредственного вычисления Ry исходя из определений 

(11.12) и (11.13). Из графика зависимости Ry от N, построенного 

в дваждылогарифмическом масштабе, оцените показатель степени 5. 

Если v & 1/2, то оцените величину коэффициента самодиффузии О, 

воспользовавшись определением (11.6) с заменой «времени» Ё на М. 

“в. Вычислите Ry методом Монте-Карло Ha треугольногй решетке и 

оцените у. Можете ли вы сделать вывод о том, что D не зависит OT 

симметрии решетки? Зависит ли от симметрии решетки коэффициент 

О? Если да, то качественно объясните эту зависимость. 

“г. Как соответствующим образом обобщить величины <RY>, <AR‘> и 

Ry на случай трехмерной решетки? Вычислите Ry для простой куби- 

ческой решетки (2 = 6) и оцените у. Зависит ли показатель VD от 

размерности пространства? 

“д. Рассмотрите случайного пешехода на квадратной решетке, начи- 

нающего движение из узла, расположенного на расстоянии A над го-
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y=0 
х=0 

Рис. 11.4. Пример случайного «падения» дождевой капли с высоты A 
над поверхностью Земли. 

ризонтальной прямой (рис. 11.4). Примите, что вероятность ру ша- 

га «вниз» больше вероятности р» шага «вверх». Поскольку ру > рул, 

то можно ожидать, что после некоторого числа шагов пешеход «по- 

глотится» (свалится в ров) в некотором узле горизонтальной пря- 

мой. Вероятности скачков целесообразно выбрать равными ру = 0.5, 

рл = 0.1 ир, = р, = 0.2. Проведите моделирование методом Монте- 

Карло и определите среднее время T, за которое пешеход достигает 

горизонтальной прямой, и функциональную зависимость T OT fh. Mox- 

но ли определить скорость движения в вертикальном направлении? 

Поскольку пешеход движется не только по вертикали, у него будет 

некоторое горизонтальное смещение х. Как зависит <Ax’> ot Ви T? 

Такое случайное блуждание можно рассматривать в качестве идеали- 

зированной модели падения дождевой капли при наличии случайных 

порывов легкого ветра. 

ЗАДАЧА 11.6. Непрерывное случайное блуждание 

Одна из первых непрерывных моделей случайных блужданий предложе- 

на Рейли (1919). В модели Рейли длина каждого шага а является 

случайной величиной, распределенной с плотностью вероятности 

р(а), и случайным направлением каждого шага. Для простоты рас- 

смотрим двумерную модель и выберем р(а) так, чтобы каждый шаг 

был единичной длины. Тогда на каждом шаге пешеход смещается на 

отрезок единичной длины в случайном направлении. Напишите про- 

грамму для вычисления методом Монте-Карло P(r)dr — вероятности 

того, что пешеход окажется в интервале от г до rt+dr, где г 

обозначает расстояние от начала координат после М№ шагов. Покажи- 

те, что для достаточно больших значений № вычисленную функцию 

P Ar) можно аппроксимировать гауссовым распределением. Хорошо ли
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гауссово распределение аппроксимирует функцию P (x) для малых 

значений № Нужно ли проводить моделирование методом Монте-Кар- 

ло, чтобы подтвердить справедливость зависимости К» ~ МУ? или 

вы можете привести простое объяснение этой зависимости, основан- 

ное на формуле для Ру? 

“ЗАДАЧА 11.7. Персистентное случайное блуждание 

В «персистентном» случайном блуждании вероятность перехода, или 

«скачка», зависит от последнего перехода. Рассмотрите одномерное 

случайное блуждание, в котором шаги совершаются только в ближай- 

шие соседние узлы. Предположим, что сделано N-1 шагов. Далее 

№-й шаг делается в том же направлении с вероятностью (©; шаг в 

противоположном направлении делается с вероятностью 1-4. Физи- 

ческий пример такого блуждания — рассеяние частицы на неподвижных 

рассеивающих центрах с анизотропными сечениями рассеяния. Другой 

пример персистентного блуждания рассматривается в п. «в». Моди- 

фицируйте программу random_walk так, чтобы методом Монте-Карло 

ВЫЧИСЛЯЛИСЬ ‹Ах\> и Ру (x). Отметим, что необходимо задавать как 

начальную координату, так и начальное состояние пешехода. К чему 

стремится персистентное случайное блуждание при a = 1/2? 

а. Рассмотрите два случая: a = 0.25 и a = 0.75 и вычислите вели- 

чину ‹Ах\> для значений М№ = 8, 64, 256 и 512. Из асимптотической 

зависимости ‹Ах\> от N оцените значение 0. Зависит ли D от @? 

Если v * 1/2, вычислите коэффициент самодиффузии D для значений 

& = 0.25 и а = 0.75. Дайте физическое объяснение того, почему 

D(a + 0:5) больше (меньше), чем D(a = 0.5). 

6. Вычислите функцию P(x) для © = 0.25 и значений N = 2, 4, би 

10. Определите «скорость распространения» с посредством COOTHO- 

шения P (*) = 0 для x > СМ. Оцените с, используя графики функций 

Ру (х) для различных значений № Сходятся ли полученные оценки с 

к предельному значению? Проведите аналогичное исследование для 

обычного случайного блуждания. Сходятся ли оценки с к предельно- 

му значению в этом случае? 

в. Персистентное случайное блуждание можно рассматривать также 

как пример блуждания со многими состояниями, в котором состояние 

блуждания определяется последним переходом. Рассмотрим, напри-
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мер, пешехода, который может быть в одном из двух состояний; на 

каждом шаге вероятности остаться в том же состоянии или перейти 

в другое равны соответственно & и 1-@. Одним из первых приме- 

нений случайного блуждания с двумя состояниями было изучение 

диффузии в хроматографической колонке. Предоложим, что молекула 

в такой колонке может быть либо в подвижной фазе (постоянная 

скорость w), либо в захваченной фазе (нулевая скорость). Рас- 

сматриваемой в эксперименте величиной является вероятность P(x) 

того, что за N шагов молекула пройдет расстояние x. Положите w = 

=1 иа- 0.75 и рассчитайте качественное поведение P(x). Хотя 

молекула не может диффундировать в любое состояние, возможно ли 

определить понятие ее эффективного коэффициента диффузии? 

Падение дождевой капли, рассмотренное в задаче 11.5д, представ- 

ляет пример ограниченного случайного блуждания, т.е. блуждания при 

наличии границы. В следующей задаче мы рассмотрим влияние различных 

типов ограничений, иначе границ, на случайное блуждание в более об- 

щей постановке. Другой пример ограниченного случайного блуждания 

приводится в задаче 11.16. 

"ЗАДАЧА 11.8. Ограниченные случайные блуждания 

а. Рассмотрите одномерную решетку, у которой имеются «поглощаю- 

щие» узлы (ловушки) в точках x = 0 и x = a (а > 0). Пешеход на- 

чинает движение из точки Хх, (0 < x) < а) и с равной вероятностью 

переходит в ближайшие соседние узлы. Проведите моделирование ме- 

тодом Монте-Карло и убедитесь в том, что среднее время первого 

прохода т частицы до ее поглощения выражается формулой 

T = (25) (а-х)). (11.15) 

Здесь D обозначает коэффициент самодиффузии в отсутствие ловушек 

и усреднение производится по всем возможным блужданиям. 

6. Модели случайного блуждания при наличии ловушек сыграли важ- 

ную роль в физике конденсированного состояния. Например, рас- 

смотрим следующую идеализированную модель переноса энергии в 

твердом теле. Твердое тело представляется в виде решетки с двумя 

типами узлов: узлы-хозяева и узлы-ловушки. Падающий фотон погло- 

щается узлом-хозяином и возбуждает молекулу. Энергия возбужде-
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Рис. 11.5. Эквивалентность регулярной решетки с узлами-ловушками, 
расположенными с периодом 4, и окружности с N = 3 узлами-хозяевами 
и одним узлом-ловушкой. Узлы-ловушки обозначены светлыми кружками. 

ния, или экситон, случайным образом передается ближайшим сосе- 

дям, и возбужденная молекула возвращается в основное состояние. 

Экситон блуждает по решетке до тех пор, пока не достигнет узла- 

ловушки. Тогда экситон поглощается и происходит некоторый физи- 

ческий процесс, например химическая реакция. 

Одним из вариантов данной модели переноса энергии является одно- 

мерная решетка с узлами-ловушками, расположенными в периодичес- 

кой подрешетке. Поскольку эти узлы-ловушки расположены Ha одина- 

ковом расстояним друг от друга, то можно заменить случайное 

блуждание на бесконечной решетке случайным блужданием по окруж- 

ности (рис. 11.5). Рассмотрите окружность с М узлами-хозяевами, 

или непоглощающими узлами, и одним узлом-ловушкой. Если пешеход 

с одинаковой вероятностью начинает движение из любого непоглоща- 

ющего узла и с одинаковой вероятностью перепрыгивает в ближайшие 

соседние узлы, то как зависит от N среднее время жизни T (сред- 

нее число шагов до попадания в узел-ловушку)? Не моделируйте эту 

ситуацию, а воспользуйтесь результатами п. «а». 

в. Знаменитой версией задачи о времени первого прохода является 

задача 0 «разорении игрока». Предположим, что два человека начи- 

нают игру, имея каждый начальный капитал в 10 долларов, и после 

каждого броска игральной кости один из игроков должен выиграть 1 

доллар, другой должен проиграть 1 доллар. Как долго в среднем 

смогут они играть до тех пор, пока капитал одного из них не ис- 

черпается? Как долго смогут они играть, если каждый сядет за 

стол со 100 долларами? (К сожалению, в этой игре в отличие от 

реальной жизни ни одному из игроков нельзя залезать в долги. ) 

г. Кристаллическое твердое тело никогда не является совершенным, 

а содержит разнообразные дефекты. Простейшим дефектом является 

вакансия решетки, например отсутствие атома в узле решетки и по-
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мещение дополнительного атома на поверхность. При конечной тем- 

пературе в реальном кристалле всегда имеется некоторое число ре- 

шеточных вакансий. Во многих случаях вакансия диффундирует, ме- 

няясь местами с соседними атомами случайным образом. Предположи- 

те, что при Ё = 0 вакансия расположена в центре окружности ради- 

усом г. Проведите моделирование методом Монте-Карло и определите 

среднее время, за которое вакансия достигает поверхности метал- 

ла, находящейся на расстоянии г. Каково распределение вероятнос- 

тей для времени первого прохода? 

д. Рассмотрите одномерную решетку с отражающими узлами, располо- 

женными в точках х = -а и X = а. Другими словами, если пешеход 

попадает в отражающий узел х = а, то на следующем шаге он оказы- 

вается в узле с координатой x = а-1. В момент времени Ё=0 

пешеход начинает движение из узла х = 0 и с равной вероятностью 

переходит в ближайшие соседние узлы. Составьте программу вычис- 

ления методом Монте-Карло Ру (х) — вероятности того, что через 

N шагов пешеход окажется в узле x. Сравните вид функции Py (x) 

при наличии и в отсутствие отражающих «стенок». Удается ли вам 

различить эти два распределения вероятностей, если N порядка a? 

При каком минимальном значении № вы можете различить эти распре- 

деления? 

Хотя во всех вышеприведенных задачах фигурируют случайные блуж- 

дания на решетке, хранить координаты узлов решетки или путь пешехо- 

да не было необходимости. В следующей задаче мы рассмотрим модель 

случайного блуждания, в которой требуется хранить координаты решет- 

ки, образованной «газом» (коллективом) случайных пешеходов. 

"ЗАДАЧА 11.9. Диффузия частицы в решеточном газе 

Рассмотрим случай ненулевой концентрации с случайных пешеходов 

(частиц) на квадратной решетке. Каждая частица перемещается слу- 

чайным образом в ближайщий свободный узел, и попадание двух час- 

тиц в один узел исключено, иначе говоря, частицы не взаимодейст- 

вуют. Такая модель является примером решеточного газа. Заметим, 

что движение отдельной частицы коррелировано с движением других 

частиц. Физическое обоснование этой модели возникает в физике 

металлов, где диффузия обусловлена температурными вакансиями, 

концентрация которых зависит от температуры. Основной рассматри-
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ваемой физической величиной является коэффициент самодиффузии О 

отдельной (меченой или индикаторной) частицы. Алгоритм Монте- 

Карло для вычисления D можно сформулировать следующим образом: 

1. Распределите частицы с концентрацией с случайным образом по 

узлам решетки. (Не забудьте, что 0 ‹ с = 1.) Пометьте каждую 

частицу (т.е. сделайте ее непохожей на другие) и запомните ее 

начальное положение в массиве. 

2. На каждом шаге случайным образом выберите частицу и один из 

соседних с ней узлов. Если соседний узел не занят, то частица 

переходит в него; в противном случае она сохраняет свое текущее 

положение. 

В этом случае «время» измеряется в произвольных единицах. Приня- 

тая единица времени, которой мы будем часто пользоваться, соот- 

ветствует одному шагу метода Монте-Карло на частицу. За один шаг 

метода Монте-Карло на частицу каждая частица совершает в среднем 

один Переход. Коэффициент диффузии D получается предельным пере- 

ходом Ё—›>ю функции D(t), где D(t) определяется выражением 

1 2 D(t) = ——<AR(t)*> 11.16 (t) od R(t) (11.16) 

и <AR(t)*> — полное среднеквадратичное смещение, приходящееся на 

одну меченую частицу за время Е. Приведем пример программы, в 

которой реализован указанный алгоритм. 

PROGRAM attice_gas 

DIM site( 30, 30) 

ОМ x( 200), y( 200), xinitial( 200), yinitial( 200) 

CALL initial (1, М, птс$) 

CALL lattice (1, М, site, x, у, xinitial, yinitial) 

РОК + = 1 to nmes 

CALL move (L,N, site, x, y, xinitial, yinitial) 

CALL data (L,N, t,x, у, xinitial, yinitial) 

NEXT + 

END
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SUB initial (Е, М, птс$) 

RANDOMIZE 

LET L = 30 | размер решетки 

INPUT prompt "число частиц = ”:М | число частиц 

PRINT “концентрация = ”; N/(L*L) 

LET nmes = 10 | число шагов Монте-Карло на частицу 

PRINT "время t”,"R2( +t)” 

END SUB 

SUB lattice (L,N, site(,),x(), y(), xinitial( ), yinitial()) 

DO 

LET xadd = int(L*rnd + 1) 

LET yadd = int{(L*rnd + 1) 

IF site(xadd, yadd) = О then 

LETi =i +1 | число добавляемых частиц 

LET site(xadd,yadd) = -1 | узел занят 

LET xinitial(i),x(i) = xadd | координата x при # = 0 

LET yinitial(i),y(i) = yadd 

END IF 

LOOP until i = N 

END SUB 

SUB move (L,N, site(,),x(),y(), xinitial(), yinitial( )) 

FOR imove = 1 to N 

LET itrial = int(N*rnd + 1) 

LET xtrial = x(itrial) 

LET ytrial = y(itrial) 

CALL random( xtrial, ytrial, L) 

IF site(xtrial, ytrial) = 0 then | узел свободен 

LET site(x(itrial), y(itrial)) 

LET x(itrial) = xtrial 

LET y(itrial) = ytrial 

LET site(x(itrial), y(itrial)) 

END IF 

NEXT imove 

END SUB 

i ©
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| занят новый узел
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SUB random (xtemp, ytemp, L) 

| выбор случайного направления с учетом периодических краевых условий 

LET direction = int( 4*rnd + 1) 

SELECT CASE direction 

CASE 1 

LET xtemp = xtemp + 1 

IF xtemp > L then LET xtemp = xtemp - L 

CASE 2 

LET xtemp = xtemp - 1 

IF xtemp < 1 then LET xtemp = L - xtemp 

CASE 3 

LET ytemp = ytemp + 1 

IF ytemp > L then LET ytemp = ytemp - L 

CASE 4 

LET ytemp = ytemp - 1 

И 

r
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—
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 IF ytemp < 1 then LET ytemp 

END SELECT 

END SUB 

SUB separation (dx, dy, L) 

LET L2 = 0.5*L | учет в расстоянии периодических краевых условий 

IF abs(dx) > 12 then LET dx = dx - sgn(dx)#L 

IF abs(dy) > L2 then LET dy = dy - sgn(dy)«L 

END SUB 

SUB data (L,N, t,x(),y(), xinitial(), yinitial()) 

FOR i = 1 to N 

LET dx = x(i) - xinitial(i) 

LET dy = y(i) - yinitial(i) 

CALL separation( dx, dy, L) 

LET R2 = R2 + dx*dx + dy«dy 

NEXT 1 

LET R2cum = R2cum + R2 

LET R2bar = R2cum/N 

PRINT +, К2Баг 

END SUB 

а. Вычислите методом Монте-Карло величину D на квадратной решет- 

ке для значений с = 0.1, 0.2, 0.3, 0.5 и 0.7. Хотя О определяет- 

ся как предел при t—o выражения (11.16), на практике D(t)
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флуктуирует со временем и путем увеличения ¢ точность не повыша- 

ется. Лучшую статистику для О можно получить, усредняя D по как 

можно большему числу меченых частиц и, следовательно, рассматри- 

вая решетку как можно большего размера [. Почему необходимо ог- 

раничивать число шагов в методе Монте-Карло так, чтобы величина 

<AR(t)*> была меньше, чем (1/2)? Точность вычисления О можно 

также увеличить, усредняя <AR(t)*> по различным стартовым BpeMe- 

нам. Покажите, что отклонение D(t) от точного значения обратно 

пропорционально квадратному корню из числа частиц, по которым 

производится усреднение в (11.16). 

6. Почему D является монотонно убывающей функцией концентрации 

с? Определите зависимость от концентрации вероятности того, что 

если частица переходит в вакансию в момент времени Ё№ TO она 

возвращается в начальное положение в момент времени Ё+1. Попы- 

тайтесь определить качественную зависимость между величиной D 

как функцией концентрации и этой вероятностью. 

в. Рассмотрите модель одномерной решетки, на которой частицы 

двигаются случайным образом, но исключается попадание двух час- 

тиц в один узел. Последнее ограничение означает, что частицы не 

могут проходить сквозь друг друга. Вычислите <Ax’> в зависимости 

от ¢. Диффундируют ли эти частицы, т.е. пропорциональна ли вели- 

чина ‹Ах”> времени {? Если нет, то как зависит <Ax’> от В 

ЗАДАЧА 11.10. Центральная предельная теорема 

Рассмотрим случайную величину х с плотностью вероятности f(x). 

Момент т-го порядка функции f(x) определяется как 

x, = | ax x” f(x). (11.17) 

Среднее значение ‹х> равно значению выражения (11.17). при т = 1. 

Дисперсия o функции f(x) определяется как 

07 = <? - cw”, (11.18) х 

Рассмотрим сумму у, соответствующую среднему n значений x: 

у = (xX; +X +... + x fn. (11.19)
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Обозначим у = у. Предположим, что мы проделали много измерений 

у. Известно, что значения у не получатся одинаковыми, а будут 

распределены в соответствии с некой плотностью вероятности P(x), 

где P(x)Ay — вероятность попадания измеряемой величины в интер- 

вал [y, y+ Ay]. Основными рассматриваемыми величинами являются 

среднее <y>, стандартное отклонение о, = <y’> - <>? и сама 

функция Ply). 

a. Предположите, что f(x) равномерно распределена на отрезке 

[-1, 1]. Вычислите аналитически <х> и ©. Используя метод Монте: 

Карло, проведите достаточное количество измерений у для опреде- 

ления Р(у), <y> и © с приемлемой точностью. (Например, выберите 

п = 500 и проведите 100 измерений у.) Покажите, что O приблизи- 

тельно равно o /Уп. Постройте график функции Р(у) и качественно 

обсудите его форму. Сильно ли меняется форма графика Р(у) с рос- 

том п? Меняется ли форма графика Р(у) при увеличении числа изме- 

рений y? 

6. Чтобы проверить, насколько результаты п. «a» носят общий ха- 

рактер, рассмотрите экспоненциальную плотность вероятности 

ехр(-х), если x > 0, 
f(x) = (11.20) 

0 , если x < 0. 

Вычислите аналитически ‹х> и 0. Модифицируйте программу метода 

Монте-Карло из п. ‹а» и вычислите Р(у), <у> и ©. Связана ли O 

с ©, так же, как в п. ‹а»? Постройте график Р(у) и обсудите ка- 

чественно его форму и зависимость от количества измерений y. 

в. Пусть у будет оценкой интеграла 

1 

4 | dxv 1-х”, (11.21) 

0 

полученной методом Монте-Карло (см. задачу 10.5а.) В этом случае 

у находится _ путем получения выборки подынтегральной функции 

f(x) = 4 1-х? в п точках. Выберите п = 1000 и проведите 100 

измерений у. Покажите, что распределение значений у является га- 

уссовым. Как связано стандартное отклонение Р(у) со стандартным 

отклонением f(x)? 

5-635
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г. Рассмотрите лоренцову плотность вероятности 

Кх) = п (11.22) 

с а=1. Чему равно среднее значение ‹х>? Существует ли второй 

момент, а тем самым и дисперсия f(x)? Вычислите методом Монте- 

Карло Р(у), <y> и о, Постройте график функции Р(у) и обсудите 

его вид. Как зависит функция Р(у) от числа испытаний? 

ЗАДАЧА 11.11. Случайные блуждания с переменным шагом 

а. Рассмотрите одномерное случайное блуждание со всеми допусти- 

мыми длинами прыжков. Вероятность того, что длина шага равна f, 

обозначим р(]). Если p(j) имеет вид p(j) = е! то как выглядит 

Ру (x)? Указания: для формирования шагов с длиной, отвечающей 

плотности вероятности р(]), примените метод обратного преобразо- 

вания из разд. 10.7. Затем  сгенерируйте М№-шаговое случайное 

блуждание и найдите полное смещение х. Сгенерируйте много таких 

блужданий и определите Ру (x). Постройте график Py (x) и убеди- 

тесь в том, что его форма соответствует гауссову распределению. 

Эквивалентно ли такое случайное блуждание процессу диффузии? 

6. Рассмотрите случайное блуждание на решетке, как в п. «а», с 

вероятностью распределения длины шагов p(j) = A/ Л. Определите 

нормировочную постоянную A, используя соотношение 

1 1 
—==- 11.23 2” & ( ) 

j=1 

и требуя, чтобы р(]) была нормирована на единицу. Существует ли 

второй момент р(/)? Ожидаете ли вы, что вероятность Py (x) будет 

rayccopoh? Проведите моделирование методом Монте-Карло, как в 

п. «а», и убедитесь в том, что функция Ру (х) имеет вид 

bN P(x) ~ ; (11.24 
N x + 2 №2 ) 

Чему равно значение постоянной 6? Существует ли у функции P (x) 

дисперсия? Эквивалентно ли такое случайное ‘блуждание процессу 

диффузии?
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В п.п. «а» —«г» задачи 11.10 приведены примеры центральной пре- 

дельной теоремы, которая утверждает, что распределение вероятности 

большого числа измерений у будет гауссовым со средним <у> и стан- 

дартным отклонением, равным стандартному отклонению f(x), умножен- 

ному на 1/Уп. Единственные налагаемые требования состоят в том, 

чтобы первый и второй моменты функции f(x) были конечны, чтобы из- 

мерения у были статистически независимыми и п было велико. Исполь- 

зуя центральную предельную теорему, объясните результаты, получен- 

ные в задачах 11.10 и 11.11а. Как связаны между собой настоящее вы- 

числение функции Ру(х) и вычисление распределений вероятностей в 

рассмотренных ранее моделях случайного блуждания? 

ЗАДАЧА 11.12. Распределение Гаусса 

Рассмотрите сумму вида 

12 

у = =“ (11.25) 

i=1 

где г, равномерно распределены Ha отрезке [0,1]. Проделайте 

много «измерений» величины у и покажите, что распределение веро- 

ятности у аппроксимирует гауссово распределение со средним, рав- 

ным 6, и дисперсией 1. Обсудите возможность использования этого 

результата для генерирования гауссова распределения с произволь- 

ными средним и дисперсией. 

11.4. ПРИЛОЖЕНИЯ В ФИЗИКЕ ПОЛИМЕРОВ 

Немного найдется областей исследования, в которых модели случайного 

блуждания играют столь же важную роль, как в физике полимеров (де 

Жен). Самое первое исследование (1934) конфигураций полимеров было 

проведено с использованием моделей случайных блужданий. На протяже- 

нии последних 50 лет изучение статистических свойств длинных гибких 

полимерных цепочек и моделей случайных блужданий развивалось парал- 

лельно. 

Полимер состоит из очень большого числа N (N ^ 103—105) повто- 

ряющихся звеньев, или мономеров. Например, повторяющиеся звенья це- 

почки полиэтилена можно изобразить как ... “CH,-CH,-CH,- .... Зна-
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Рис 11.6. а-схематическое представление линейного полимера, поме- 
щенного в хороший растворитель. б—пример соответствующего блужда- 
ния на квадратной решетке (6). 

ние детальной структуры полимера важно для многих практических при- 

ложений. Если, например, мы хотим усовершенствовать производство 

резины, то нужно хорошо разбираться в свойствах локальных движений 

цепочек каучука. Однако если нас интересуют глобальные свойства по- 

лимера, то детали строения цепочки можно не принимать во внимание. 

Рассмотрим известный пример о кусочке спагетти, помещенном в 

теплую воду. Через короткий промежуток времени спагетти становится 

гибким и ведет себя подобно полимерной цепочке в хорошем раствори- 

теле, т.е. спагетти как не сворачивается в маленький комок, так и 

не вытягивается полностью. Скорее кусочек приобретает случайную 

структуру, как схематично показано на рис. 11.6. Мы говорим, что 

спагетти ведет себя как слабый раствор полимерных цепочек в хорошем 

растворителе. Разбавленность раствора означает, что мы можем не 

принимать во внимание запутывание цепочек и рассматривать каждую 

цепочку отдельно. Наличие «хорошего» растворителя означает, что по- 

лимеры могут свободно двигаться и, следовательно, принимать всевоз- 

можные конфигурации. Одной из фундаментальных геометрических харак- 

теристик, которую можно использовать для описания полимера, являет- 

ся среднеквадратичное расстояние между концами цепочки Ку, где Ry 

определяется формулой (11.13) и М-количество мономеров. Известно, 

что для слабого раствора полимерных цепочек в хорошем растворителе 

асимптотическая зависимость Ry выражается формулой (11.14) с пока- 

зателем степени Vv * 3/5 для всех гибких цепочек. Для двумерного 

случая известен точный результат V = 3/4. Множитель а в выражении
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(11.14) определяется структурой мономеров и самим растворителем. 

Обсудим теперь модель случайного блуждания, которая описывает 

глобальные свойства линейных полимеров в растворе. Мы уже рассмот- 

рели модель полимерной цепочки, состоящей из прямолинейных отрезков 

одинаковой длины, соединенных под случайными углами (см. задачу 

11.6). Дальнейшая идеализация заключается в размещении полимерной 

цепочки на решетке (рис. 11.6,6). Известно, что если пренебречь 

взаимодействием мономеров между собой, то независимо от размерности 

и структуры решетки получается гауссова цепочка с в = 1/2. Посколь- 

ку этот результат для V не соответствует экспериментальным данным, 

необходимо рассмотреть более реалистичную модель цепочки, в которой 

учитывается самое важное физическое свойство любого полимера р— два 

мономера не могут находиться в одном месте пространства. Данное ог- 

раничение, известное как условие «исключенного объема», означает, 

что само блуждание невозможно адекватно описать с помощью только 

модели случайного блуждания. Стандартная решеточная модель гибкой 

полимерной цепочки называется блужданием «без самопересечений» 

(BBC). Рассмотрите множество всех М№-шаговых блужданий, исходящих из 

определенной начальной точки, при условии глобального ограничения, 

что в каждом блуждании никакой узел решетки не может посещаться 60- 

лее Одного раза; данное ограничение отвечает условию исключенного 

объема. Расчет характеристик ББС—трудная задача, и вычисления Ha 

компьютере комбинаторным методом и методом Монте-Карло сыграли важ- 

ную роль в получении современных представлений об этих явлениях. В 

задаче 11.13 мы рассмотрим двумерное моделирование ББС методом Мон- 

те-Карло. 

ЗАДАЧА 11.13. Моделирование двумерного БСП методом Монте-Карло 

а. Рассмотрите ББС на квадратной решетке. Удобно представить ре- 

шетку в виде двумерного массива; этот массив используется для 

записи узлов, которые посещались. Выберите произвольный узел в 

качестве начального и предположите, что первый шаг делается на 

«север», поскольку блуждания, порождаемые тремя другими BO3MOX- 

ными начальными шагами, различаются только направлением. Заме- 

тим, что второй шаг можно сделать в трех возможных направлениях. 

Для получения несмещенных результатов мы генерируем случайное 

число (1, 2 или 3), которое и определяет выбор одного из трех 

направлений движения. Последующие шаги генерируются аналогичным 

образом. К сожалению, обычно при таком способе моделирования
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W,= 2/3 W6= 1/3 

а 6 9 

Рис. 11.7. Примеры блужданий без самопересечений на квадратной ре- 
шетке. Начальная точка обозначена черным кружком. а-— запрещенное 
N = 4-шаговое блуждание. б—такое N = 8-шаговое блуждание приводит 
к самопересечению, и его вес равен нулю. в—примеры весов блужданий 
в улучшенном методе Розенблата. 

блуждание не продолжается бесконечно. Рассмотрите М = 3З-шаговое 

блуждание, показанное на рис. 11.7,а. Следующий шаг, показанный 

на рисунке, приводит к самопересечению и тем самым нарушает при- 

нятое ограничение. Для получения несмещенных результатов нам 

нужно, как обычно, сгенерировать случайное число (1, 2, 3). Если 

следующий шаг приводит к самопересечению, то блуждание прекраща- 

ется и начинается новое блуждание из начальной точки. Напишите 

программу, в которой реализуется этот алгоритм, и зарегистрируй- 

те долю f(N) успешных попыток построения полимерных ‚цепочек, со- 

ставленных из всех N звеньев (шагов). Какова качественная зави- 

симость f(N) от № Какое максимальное значение N вы в состоянии 

еще рассмотреть? Вычислите Ry для нескольких значений №. 

6. Недостатком приведенного выше метода моделирования является 

его неэффективность для длинных цепочек, т.е. доля успешных по- 

пыток уменьшается экспоненциально. Для преодоления этого недос- 

татка было предложено несколько «улучшений» метода. Обсудим сна- 

чала относительно простую процедуру, предложенную М. Розенблатом 

и А. Розенблатом (1955), в которой каждому М№-шаговому блужданию 

соответствует весовая функция W y- Поскольку первый шаг Ha север 

всегда возможен, мы имеем W, = 1. Чтобы в равной степени учесть 

все допустимые при данном N конфигурации, веса Wy для N > 1 оп. 

ределяются в соответствии CO следующими возможностями: 

1. Все три допустимых шага нарушают условие самонепересечения 

(см., например, рис. 11.7,6). Блуждание прекращается с весом 

Wy = 0, и генерируется новое блуждание из начальной точки. 

2. Все три шага допустимы, и Wy = W yet



Случайное ближдание 71 

3. Допустимы только т шагов с 1 < т <3З (рис. 11.7, в). Тогда 

= (т/З)\У у, и случайное число используется для выбора одно- 

го из т допустимых шагов. 

Правильное значение <R> получается умножением К т.е. значе- 

НИЯ К, полученного в i-M испытании, на значение весовой функции 

Wy» которое мы обозначим Wy ,- Гогда получим 

‹В2> = ds R PLM ne (11.26) 

где суммирование производится по всем испытаниям. Включите про- 

цедуру Розенблата в свою программу метода Монте-Карло и вычисли- 

те Ry для значений М = 4, 8, 16 и 32. Оцените показатель степени 

и из графика зависимости Ку от N, построенного в дваждылогариф- 

мическом масштабе. Отличается ли найденная оценка №, от значе- 

ния, полученного из случайного блуждания V = 1/2? 

"ЗАДАЧА 11.14. Применение метода рептаций” 

Одним из наиболее эффективных улучшений метода является процеду- 

ра «рептаций» (см. список литературы). Для простоты рассмотрим 

модель полимерной цепочки, у которой все углы связи равны 90°. В 

качестве примера такой модели на рис. 11.8 показаны пять М=5- 

звенных независимых полимерных цепочек. (Другие цепочки совпада- 

ют с приведенными с точностью до преобразований поворота или от- 

ражения.) Метод рептаций можно сформулировать следующим образом: 

1. Случайным образом выбираем цепочку и удаляем хвостовое зве- 

HO. 

2. Пробуем добавить звено в начало цепочки. Возможны не более 

двух направлений присоединения нового головного звена. 

3. Если добавление нового звена приводит к нарушению условия 

самонепересечения, возвращаемся к исходной цепочке и меняем 

местами голову и хвост. Включаем эту цепочку в статистическую 

выборку. 

ТЮОт латинского гер{а{10 —ползающий, пресмыкающийся. — Прим. перев.
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Рис. 11.8. Пять независимых возможных блужданий из № = 5 шагов на 
квадратной решетке с углами связи 1/2. Голова и хвост каждого блуж- 
дания обозначаются стрелкой и кружком соответственно. 

Для получения статистическогого среднего Re приведенные выше ша- 

ги повторяем много раз. 

В качестве примера использования метода рептаций предположим, 

что мы выбрали цепочку а на рис. 11.8. Новое звено можно доба- 

вить в двух направлениях (рис. 11.9,a}, так что в среднем полу- 

чается а —> 38 + г. По сравнению с этим в цепочке 6 звено можно 

добавить только в одном направлении, и получается 6 -> 50 + 56, 

где хвост и голова цепочки 6 меняются местами (рис. 11.9,6). 

Убедитесь в том, что остальные цепочки преобразуются по схемам 

| —> + 
a 

J LILI + Pd 
Рис 11.9. Допустимые преобразования цепочек а и 6. Одно из возмож- 
ных преобразований цепочки 6 нарушает условие самонепересечения, и 
таким образом вместо этого меняются местами голова и хвост. 
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Рис. 11.10. Пример дваждытупиковой конфигурации для обыкновенного 
самонепересекающегося блуждания, которую невозможно получить в ме- 
тоде рептаций. 

в —> 20+ 4a, 2 56 + te И d— ja +36 и что в результате все 

пять цепочек равновероятны, т.е. преобразования, применяемые в 

методе рептаций, сохраняют собственные статистические веса цепо- 

чек. Существует лишь одна трудность: если не начать с конфигура- 

ции, имеющей «тупики» на обоих концах, как, например, показанной 

на рис. 11.10, то такую конфигурацию мы никогда не получим, ис- 

пользуя описанное выше преобразование. Отсюда видно, что метод 

рептаций приводит к небольшому смещению нашей статистической вы- 

борки и вычисленное среднее расстояние между концами цепочки бу- 

дет получаться немного больше, чем если бы рассматривались все 

конфигурации. Однако вероятность таких «тупиковых» конфигураций 

очень мала и смещением в большинстве случаев можно пренебречь. 

Считая углы между звеньями равными 90°, вычислите вручную 

точное значение ‹В\> для N = 5. Затем составьте программу метода 

Монте-Карло, в которой реализуется метод рептаций. Сгенерируйте 

одно N = 5-шаговое блуждание и с помощью метода рептаций сгене- 

рируйте статистическую выборку цепочек. Для проверки своей про- 

граммы Монте-Карло рассчитайте <R?> и сравните оба полученных 

значения. Затем распространите свои расчеты ‹В\> методом Монте- 

Карло на большие значения №. 

Моделью, которую легче изучать и которая описывает статистику 

линейных полимеров специального типа в растворе, является «истин- 

ное» блуждание без самопересечений (ИББС). ИББС описывает путь слу- 

чайного пешехода, которому предписано не посещать любой узел решет- 

ки с вероятностью, являющейся функцией от количества уже происшед- 

ших посещений данного узла. Это условие приводит к уменьшению иск-
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Рис. 11.11. Пример временной эволюции истинного блуждания без само- 
пересечений с g = 1. Зачерненные ячейки изображают положения пеше- 
хода в момент времени [. Числа, приведенные внутри каждой ячейки, 
указывают количество их посещений, а числа под ними — вероятность 
перехода в соседнюю ячейку. 

люченного объема по сравнению с обычным блужданием без самопересе- 

чения. ИББС рассматривается в задаче 11.15. 

ЗАДАЧА 11.15. Одномерное «истинное» блуждание без самопересечений 

Одномерное ИББС соответствует пешеходу, который может «переска- 

кивать» в один из двух соседних узлов с вероятностью, зависящей 

от числа уже происшедших посещений этих узлов. Предположим, что 

в момент времени Е пешеход находится в Гм узле. Он уже посетил 

((+1)-й узел n., раз и (Г-1)й узел n., раз. Тогда вероят- 

ность того, что Ha ware ¢+1 пешеход перепрыгнет в (+1)-й 

узел, равна 

- РСТ +1) (11.27) 
exp(-gn,,,) + exp(-gn, ,) [ 

#1 

Вероятность скачка в (-1)-й узел составляет Py = 1- P,} 

Параметр & представляет меру «желательности» избежать данного 

пути. На рис. 11.11 показаны несколько первых шагов типичного 

ИББС. Основной рассматриваемой величиной является показатель 

степени у. Нам известно, что g = 0 соответствует обычному слу- 

чайному блужданию с № = 1/2, а предельное значение g -—› © COOT- 

ветствует блужданию без самопересечения. Каково значение VD AJA
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одномерного блуждания без самопересечения? Отличается ли это 

значение р для любого конечного g от указанных двух предельных 

случаев? Ниже мы исследуем эти вопросы. 

а. Напишите программу моделирования методом Монте-Карло одномер- 

ного ИББС. Предусмотрите запоминание числа посещений каждого уз- 

ла. На каждом шаге вычислите вероятность Р скачка вправо. Сгене- 

рируйте случайное число г и сравните его с Р. Если г = P, то 

сдвиньте пешехода вправо, в противном случае —влево. Используйте 

одну и ту же последовательность случайных чисел для сравнения 

путей ИББС при g = 0.1 и обычного случайного блуждания (g = 0). 

6. Вычислите ‹Ах\>, где х—расстояние пешехода от начальной точ- 

ки, как функцию от числа шагов N. Постройте в дваждылогарифми- 

ческом масштабе график зависимости <Ax?> от N и оцените показа- 

тель степени DV. Отличается ли показатель степени VD от соответст- 

вующих значений V для случайного блуждания и блуждания без само- 

пересечений? Приемлемыми значениями параметров являются g = 0.1 

и N = 1000 шагов. Для получения качественных результатов вычис- 

ляются средние по 100 испытаниям. Для сравнения можно обратиться 

к работе Бернаскони и 'Пьетронеро, где приведены результаты 

вычислений для N = 10000 шагов и 1000 испытаний; уточненные ре- 

зультаты для g = 2 получены для 200 000 шагов и 10000 испытаний. 

Во многих из рассмотренных выше задач обнаруживается медленная 

сходимость метода Монте-Карло и возникают трудности получения коли- 

чественных результатов для асимптотических величин, таких, как пока 

затель степени 1. Мы завершаем этот раздел определенным предостере 

жением с рассмотрением «простой» задачи, в которой обычные методы 

Монте-Карло дают неверные асимптотические результаты. 

"ЗАДАЧА 11.16. Случайное блуждание на решетке, содержащей 

узлы-ловушки 

а. Мы уже рассмотрели среднее время жизни пешехода в одномерной 

задаче случайного блуждания при наличии периодически распреде- 

ленных узлов-ловушек (см. задачу 11.8а). Теперь предположим, что 

узлы-ловушки распределены на одномерной решетке случайным обра- 

зом. с концентрацией с. Если пешеход помещен случайным образом в 

узел, не являющийся ловушкой, то определите среднее время его
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жизни T, т.е среднее число шагов до попадания в узел-ловушку. 

Положите, что на каждом шаге пешеход с равной вероятностью пере- 

ходит в ближайшие соседние узлы, и используйте периодические 

краевые условия. Данная задача гораздо труднее, чем может пока- 

заться на первый взгляд, а в действительности вас подстерегает 

ряд тупиков! Главная проблема заключается в том, что необходимо 

выполнить три усреднения: по распределению ловушек, по начальной 

координате пешехода и по всем различным возможным блужданиям для 

данной начальной координаты и распределения узлов-ловушек. Выбе- 

рите подходящие значения для числа испытаний, связанных с каждым 

усреднением, и найдите среднее время жизни Т из моделирования 

методом Монте-Карло. Если Т изменяется по степенному закону, на- 
г 

пример T* Tc", то оцените показатель степени 2. Предложите 

простое объяснение такого значения 2. 

6. По-видимому, прямым обобщением п. «a> является вычисление ме- 

тодом Монте-Карло вероятности выживания Ps для п-шагового блуж- 

дания. Положите с = 0.5 и вычислите методом Монте-Карло Ps для 

максимально возможного значения п. [Имеются опубликованные ре- 

зультаты (Хевлин и др.) для 50000 испытаний и 2000 шагов на ре- 

шетке из 50000 узлов.] Положите, что для п >> 1 формула P име 

ет вид 

InP 6 (п а), (11.28) 

где 6—постоянная, зависящая от концентрации. Согласуются ли ва- 

ши результаты с формулой (11.28)? Можно ли получить осмысленную 

оценку показателя степени &? 

в. Цель п.«б» заключалась в том, чтобы убедить вас, что Ha 

практике методом Монте-Карло невозможно получить правильное 

асимптотическое поведение функции P Проблема связана с тем, 

что мы пытаемся оценить Pe в асимптотической области, где значе- 

ния Р, очень малы; присущие методу Монте-Карло флуктуации не 

позволяют получить осмысленные результаты за разумное время. С 

помощью аналитических методов было доказано, что асимптотическая 

зависимость Pe от п действительно имеет вид (11.28), но с пока- 

зателем степени & = 1/3. Соответствуют ли результаты, полученные 

вами с помощью метода Монте-Карло, этому значению a?



Сличайное ближдание 77 

HOG И. Deeogd td  @ @ 0 
1 oo 2. ft 2 бо 

Гору то Lb © O09 О BW ро ne] 
2 2 2 2 2 2 

ae as оо 0 1 LL n=2 отт ++ > 3" 

Рис. 11.12. Пример полного перебора блужданий для заданного распре- 
деления узлов-ловушек. Зачерненные и светлые квадраты обозначают 
регулярные узлы и узлы-ловушки соответственно. На шаге п = 0 пеше- 
ход помещается в каждый регулярный узел. Число под каждым узлом с 
номером Г указывает количество пешеходов W,. Используются периоди- 

ческие краевые условия. В данном примере начальное число пешеходов 
составляет No = 10. Найдено, что средние значения вероятности выжи- 

вания на шагах п =Тип = 2 равны 0.6 и 0.45 соответственно. 

К счастью, существует более хороший метод, который уменьшает ко- 

личество усреднений, и поэтому уменьшаются флуктуации. Суть это- 

го метода заключается в точном вычислении вероятности того, что 

после п шагов пешеход оказывается в Гм узле с учетом данного 

распределения ловушек. Метод иллюстрируется на рис. 11.12. В 

первой строке показано случайное распределение узлов-ловушек на 

одномерной решетке. Во второй строке показано размещение пешехо- 

да во всех регулярных узлах решетки; узлам-ловушкам присваивает- 

ся значение 0. Поскольку каждый пешеход с вероятностью 1/2 пере- 

ходит в каждый ближайший узел, количество пешеходов W et (i) в 

Гм узле Ha (m+1)-M шаге задается выражением 

Wa) = ЗИ (1+1 + № 1-1] (11.29) 

[Сравните соотношение (11.29) с соотношением, полученным в зада- 

че 11.1а.] Вероятность выживания P, после п шагов для заданного 

распределения узлов-ловушек выражается точной формулой: 

_ 1 Р, = Nd W (i), (11.30) 

{ 

где М — начальное количество пешеходов, и суммирование проводит- 

ся по всем узлам решетки. Напишите программу для вычисления Ps 

используя эту процедуру полного перебора, и вычислите среднее 

<P> по нескольким распределениям узлов-ловушек. Положите с = 

= 0.5 и определите вероятность выживания для п = 32, 64, 128, 

512 и 1024. Выберите периодические краевые условия и решетку до- 

статочного размера. С какой точностью можно оценить показатель
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степени a? [Для сравнения: Хевлин и др. рассматривали решетку из 

50 000 узлов и значения п вплоть до 107.] 

11.5. НЕПРЕРЫВНЫЯ ПРЕДЕЛ 

Поучительно рассмотреть непрерывный предел модели одномерного слу- 

чайного блуждания, изложенной в разд. 11.2. Если с равной вероят- 

ностью делается шаг вправо или влево, то случайное блуждание можно 

переписать в виде простого «порождающего» уравнения 

Pi) = ТР, 1 (1+1) + 2Р, 1 (1-1), (11.31) 

где Р„() вероятность того, что пешеход оказывается в Гм узле по- 

сле п шагов. Для получения дифференциального уравнения для плотнос- 

ти вероятности P(x,f) положим ¢ = пт, x = ia и P (i) = aP(x,t), где 

T—BpeMA между шагами, а— период решетки. Эти обозначения позволяют 

переписать (11.31) в эквивалентной форме: 

Р(х,6) = 3P(x+a,f-t) + $P(x-a,t-7). (11.32) 

Вычтем Р(х,Ё-т) из обеих частей (11.32), разделим Ha т и перепи- 

шем (11.32) в виде 

1 | P(x, t) — P(x,t-t)] = 2 нат) - 2P(x,t-t) + P(x-a,t-t)] а? (11.33) 
т т 

Разлагая P(x,t-T) и P(xta,t-T) в ряды Тейлора и переходя к 

пределу a—0O и Тт-—>›0 при конечном отношении В = a*/2T, получим 

уравнение диффузии 

OP(x,t) _ ра?Р(х, (11.34a) 
д: Ax? 

Обобщение (11.34а) на трехмерный случай выглядит следующим образом: 

ое. = РУР(х, у, 2,1), (11.346) 

где V2 = d7/ax? + 92/ду? + 92/92? — оператор Лапласа. Уравнение вида 

(11.34) называется уравнением диффузии или Фоккера —Планка и часто
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используется для описания динамики молекул жидкости. В качестве 

«простого» упражнения найдите с помощью аналогичного метода диффе 

ренциальное уравнение, которому удовлетворяет P(x,t) при р * 4. 

Можно показать, что решением уравнения (11.34а) для свободного 

пространства является распределение Гаусса с шириной, пропорцио- 

нальной ti” 2, 

P (x,t) = (2uDt) “exp (-x*/4 Dt), (11.35) 

где Р(х,Ё) —плотность вероятности того, что в момент времени f час- 

тица находится в точке x, если при Ё= 0 она находилась в точке 

х = 0. Прямой подстановкой вы можете убедиться в том, что (11.35) 

является решением (11.34а). Используя (11.35), можно получить 

<x(t)> = | dx ХР (x,t) = 0 (11.36) 

И 

x*(t)> = | dx x°P (x,t) = 2Dt. (11.37) 

Мы получили, что величина <x"(t)> пропорциональна ¢ так же, как и 

для случайного блуждания на решетке. Обобщение (11.37) на 4-мерный 

случай дает: ‹В(Е> = 2dDt [см. (11.6)], где Ю? обозначает квадрат 

смещения частицы. 

Численное решение уравнений в частных производных параболическо- 

го типа, к которым принадлежит (11.34), относится к нетривиальным 

задачам численного анализа (Пресс и ap., Кунин.). Косвенный метод 

анализа уравнения (11.34) заключается в применении метода Монте- 

Карло, т.е. замене (11.34) на соответствующее случайное блуждание 

на решетке с дискретными временными шагами. Поскольку асимптотичес- 

кое поведение уравнения в частных производных и модели случайного 

блуждания одинаково, то в данном случае метод Монте-Карло выступает 

как метод численного анализа. В противоположность этому если наша 

цель заключается в непосредственном изучении модели случайного 

блуждания на решетке, то метод Монте-Карло является методом модели- 

рования. Иногда различие между моделированием и численным анализом 

определяется только точкой зрения исследователя.
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11.6. СЛУЧАЙНЫЕ ЧИСЛА 

До сих пор мы CO спокойной совестью пользовались генератором слу- 

чайных чисел, предусмотренным нашим языком программирования, для 

получения в приложениях метода Монте-Карло требуемых «случайных» 

чисел. В принципе можно было бы генерировать эти числа, используя 

какой-нибудь случайный физический процесс, как, например, радиоак- 

тивный распад. Однако такая последовательность чисел не воспроизво- 

дима и, следовательно, не может использоваться для проверки наших 

программ. Поэтому на практике пользуются цифровым компьютером, ко- 

торый является полностью детерминированной машиной, и получают по- 

следовательности «случайных» чисел по вполне конкретному алгоритму. 

Конечно, эти последовательности не являются истинно случайными, и в 

действительности их часто называют псевдослучайными. Тем не менее 

мы называем последовательности случайными, если они имеют равномер- 

ное распределение и удовлетворяют всем нашим критериям случайности. 

В дальнейшем мы увидим, что фактически многие из критериев ` случай- 

ности можно сформулировать на языке случайного блуждания. 

Мы изложим кратко только некоторые свойства хорошего генератора 

случайных чисел. В большинстве генераторов случайных чисел получа- 

ется последовательность, в которой каждое число используется для 

нахождения последующего по вполне определенному алгоритму. Таким 

образом, последовательность определяется начальным значением — пер- 

вым ее числом. Все генераторы случайных чисел дают последователь- 

ность, повторяющуюся после некоторого количества членов, называемо- 

го периодом. Во всех обычных методах максимально возможный период 

связан с конечной длиной машинного «слова». В основе наиболее рас- 

пространенного генератора случайных чисел лежит метод вычетов, или 

линейный конгруэнтный метод. А именно, если задано начальное число 

Хх, TO каждое число последовательности определяется «отображением» 

x, = (ax, ,+¢) mod т, (11.38) 

где а, с и т-натуральные числа. (Обозначение у = 2 то4 т означает, 

что т вычитается из 2 до тех пор, пока не получится 0 < у < т. На- 

пример, 412 mod50 равно 12.) Отображение (11.38) характеризуется 

тремя параметрами: множителем а, инкрементом с и модулем т. По- 

скольку т является наибольшим целым числом, генерируемым с помощью 

(11.38), наибольший возможный период равен т. Однако в общем случае 

период зависит от всех трех параметров. Например, если а = 3, с=
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= 4, т= 32 иж= 1, то с помощью соотношения (11.38) генерируется 

последовательность 1, 7, 25, 15, 17, 23, 9, 31, 1, 7, 25, ... и пе 

риод равен 8, а не максимально возможному значению 32. Если мы тща- 

тельно выберем а, с и т так, чтобы получался максимальный период, 

то в последовательности будут встречаться все целые числа от 0 до 

т-_1. Поскольку обычно нужны случайные числа на отрезке [0,1], а 

не случайные целые числа, то генераторы случайных чисел выдают, как 

правило, отношение хит, которое всегда меньше единицы. (Заметим, 

что x = О появляется в последовательности один раз.) 

Достоинством метода вычетов является его высокое быстродействие. 

Некоторые его свойства исследуются в задаче 11.17. Как показывает 

приведенный пример, чтобы получить оптимальные результаты, необхо- 

димо тщательно выбрать параметры т, а и с. Разработаны некоторые 

правила получения наибольшего периода (Кнут). 

Не существует необходимых и достаточных критериев случайности 

‚(конечной последовательности чисел; самое большее, что мы можем ска- 

зать о конечной последовательности чисел, —это то, что она «выгля- 

дит» случайной. Поскольку ни один статистический критерий не явля- 

ется надежным индикатором случайности, в следующей задаче мы рас- 

смотрим несколько критериев. 

ЗАДАЧА 11.17. Статистические критерии случайности 

а. Один из способов определения длительности периода генератора 

случайных чисел основан на построении графика зависимости полно- 

го смещения случайного блуждания от числа шагов. Каждый ouepen- 

HOH шаг с равной вероятностью имеет длину +1. На рис. 11.13 по- 

казан пример случайного блуждания, полученного с помощью формулы 

T 
нз-

-- 

И
н
о
,
 к

о.
 

20 

Рис. 11.13. Слудайное блуждание, генерируемое с помощью соотношения 
(11.38) са 99, с =0, т = 32768 и начальным числом x, = 12
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(11.38) с параметрами а = 899, с =0, т = 32768 и x, = 12. Оп: 

ределите период последовательности, получаемой из (11.38) с при- 

веденными значениями а, си т. Определите также период генерато- 

ра случайных чисел, имеющегося в вашем языке программирования. 

6. В случайной последовательности должны содержаться числа, рав- 

номерно распределенные на отрезке [0,1]. Однако последователь- 

ные числа могут появляться не идеально равномерно, а проявляют 

тенденцию к образованию групп, или коррелируют. В одном из тес- 

тов на наличие такой корреляции требуется заполнить случайным 

образом простую кубическую решетку из 13 узлов. Рассмотрите мас- 

сив П(х,у,2), где 1 = x,y,z, = [, который сначала пуст. В ка- 

честве координат х, Y, и 2, 

последовательных случайных числа. Если узел пустой, то он запол- 

каждой случайной точки берутся три 

няется и п(х,у,2) = 1; в противном случае состояние узла не 

меняется. Эта процедура повторяется НЗ раз, где Ёб—число шагов 

Монте-Карло на один узел. Поскольку данный процесс аналогичен 

распаду радиоактивного ядра, то можно ожидать, что доля пустых 

узлов решетки будет убывать как et Определите долю пустых y3- 

лов, используя генератор случайных чисел, предусмотренный в ва- 

шем языке программирования, для значений L = 10, 15 и 20. Соот- 

ветствуют ли полученные результаты ожидаемым? Если возможно, то 

повторите тот же тест, используя формулу (11.38) с параметрами 

а = 65 549, с = дит = 231. 

в. Другой тест на равномерность заключается в делении отрезка 

[0,1] на М равных отрезков, или «корзин», и помещении каждого. 

члена случайной последовательности в одну из корзин. В качестве 

примера рассмотрите первые п = 10000 чисел, сгенерированных по 

формуле (11.38) с параметрами а = 106, с = 1283 и т = 6075 (см. 

Пресс и др.). Поместите каждое число в одну из 100 корзин. Соот- 

ветствует ли распределение чисел в корзинах законам статистики? 

Наиболее известным критерием такого соответствия является крите- 

рий хи-квадрат, или x’. Пусть у, — наблюдаемое количество чисел в 

iH корзине и Е, — математическое ожидание. В нашем примере 

Е, = 100. Статистика хи-квадрат определяется выражением 

М 2 
(y, -Е.) 

х = =) Е (11.39) 
М E, 

i=1 
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(Заметим, что в учебниках определение х2 отличается множителем 

М.) Число х2 служит показателем согласия между наблюдаемым и 

ожидаемым распределениями. Если х2 = 0, то согласие полное. При 

большом числе корзин или большом числе членов в каждой корзине 

значение х2 < 1 указывает на то, что у, распределены в соответ- 

ствии C гауссовым распределением. Вычислите Х? для значений па- 

раметров а, с, и т, приведенных выше, и для генератора случайных 

чисел, предусмотренного вашим языком программирования. 

г. Другой мерой коротких корреляций является автокорреляционная 

функция 

— <Х><Хх. 
[ {+ 

<x Хр „> 

C(k) = <Х,Х)> - <Хр<хр , (11.40) 

где х, есть iH член последовательности. Величина «хх,» ВЫ- 

числяется для каждого конкретного значения А суммированием всех 

возможных произведений х,х,, И делением на число произведений. 

Если x, и х„, He коррелированы, TO <х,Х,,> = <X><X, > 

С(Е) = 0. Равна ли тождественно нулю C(k) для любой конечной по- 

следовательности? Вычислите функцию С(Ё) для значений параметров 

а = 106, с = 1283 и т = 6075. 

И 

"ЗАДАЧА 11.18. «Улучшенный» генератор случайных чисел 

Одним из способов уменьшить последовательную корреляцию и увели- 

чить период является «перемешивание», или «тасование», двух раз- 

личных генераторов случайных чисел. Нижеследующая процедура ил- 

люстрирует этот метод для двух генераторов случайных чисел, ко- 

торые мы обозначим RANI и КАМ2. 

1. С помощью генератора КАМ1 составьте список или таблицу 256 

случайных чисел. (Число 256 выбрано произвольно, но оно должно 

быть меньше периода генератора КАМ1.) 

2. Выберите из этого списка случайное число х, генерируя с по- 

мощью RAN2 случайный порядковый номер от 1 до 256. 

3. Замените это число в списке новым случайным числом, сформи- 

рованным генератором ВАМ.



84 Глава 11 

Искомым результатом является x. Рассмотрите два генератора слу- 

чайных чисел с относительно короткими периодами и сильной после- 

довательной корреляцией и покажите, что приведенная выше схема 

тасования улучшает качество случайных чисел. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ ПА. МЕТОД ВАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

В задаче 11.2 мы рассчитывали величины <X,> и <> для М = 8, 

16, 32 и 64. Результаты представлены _в_ табл. 11.1. Приведены также 

среднеквадратичное смещение К» = «> — <>" и величина <>. Из 

табл. 11.1 можно заключить, что общий результат <х)> = О при p= 

= 1/2 согласуется с нашим, полученным для небольшого числа испыта- 

НИЙ. 

ТАБЛИЦА 11.1. Значения <x = У <х2, — ex. >? 2 
р № “Хм Км N N 

и <X,>, полученные методом Монте-Карло для одномерного 

случайного блуждания. Величины усреднялись по 1000 ис- 
пытаний для каждого значения М. Вероятность шага равна 
р = 1/2 

N <Х > <> Ry «хр 

8 —0.010 7.980 2.825 183.984 
16 -0.068 16.360 4.044 794.080 
32 —0.006 30.284 6.830 2708.530 
64 —0.022 65.348 8.084 12110.900 

Основной рассматриваемой величиной в табл. 11.1 является 3aBHCH- 

мость R, от №. Поскольку мы предполагаем, что для достаточно боль- 

ших N величина Ry ведет себя как №’, мы можем построить график за- 

BHCHMOCTH log Ry от log N и попытаться найти прямую, которая прохо- 

дит как можно ближе к этим точкам. Чему равна оценка величины нак- 

лона и, полученная из ваших результатов? Хотя часто визуальная под- 

гонка может давать замечательные результаты, желательно как-то сис- 

тематизировать процедуру подгонки. 

Аналитический метод нахождения наилучшей прямой, проходящей че- 

рез ряд экспериментальных точек, называется методом линейной рег- 

peccuu или наименьших квадратов. Предположим, у нас имеется п пар 

измерений (ху), (хо), . (хуи) и ошибки полностью содер- 

жатся в значениях у. Предположим также на минуту, что все статисти- 

ческие ошибки в у одинаковые по величине. Наша цель состоит в том, 

чтобы наилучшим образом подобрать функцию 

у = тх + 6. (11.41) 

Задача заключается в вычислении значений параметров т и Ob для наи-
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лучшей прямой, проходящей через п точек. Если бы не было ошибок в 

значениях у, мы имели бы у, - mx,— 6 = 0. Остаток а, определяется 

выражением 

а, = у, - Mx, - b (11.42) 

и является мерой ошибки в у. Следовательно, представляется разум- 

ным предположить, что наилучшие значения ти Ь — это Te, которые MH- 

нимизируют величину 

п 

$ = )_ (y, - mx, - 52 (11.43) 

i=1 

Для нахождения минимума S продифференцируем эту величину соответст- 

венно по т и 6: 

> = 2). x, (y,- mx,- b) = 0, (11.44) 

i=1 

as : gs = -2)_ (у-тх.-5) = 0. (11.45) 

(В дальнейшем мы не будем писать у знака суммы пределы суммирования 

{= ип.) Из (11.44) и (11.45) получаем систему двух уравнений: 

2 ту x2 + bY x, = ет (11.46) 

ту x, + bn = и, (11.47) 

Решениями уравнений (11.46) и (11.47) являются 

mal aL ae (11.48) 

b= y - mi, (11.49) 

где 

i= Г) ‚ UF и, (11.50)
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А = > - x). (11.51) 

Из уравнений (11.48) и (11.49) вычисляются наклон и отрезок, отсе- 

каемый на оси, для наилучшей прямой, проведенной через п точек. 

В нашем примере случайного блуждания можно преобразовать нели- 

нейную зависимость К» = aN” в линейную 

InR, = ша+ьШ М. (11.52) 

По значениям К, и N из табл. 11.1, получаем значения x = InN и 

у = Ry, приведенные в табл. 11.2 и на рис. 11.14. 

ТАБЛИЦА 11.2. Вычисленные значения 
InN u In Ку для одномерного случай- 

ного блуждания с 1000 испытаний 

InN In Ry 

2.079 1.039 
2.773 1.397 
3.466 1.921 
4.159 2.090 

2,2 

a 
2,0- 

[5] 

1,8 - т = 0.530 
x . 

я 16- 

1,4 - 

1,27 

1,0 т . 
2 3 inN 4 5 

Рис. 11.14. График зависимости In Ку от InN для одномерного слу- 

чайного блуждания. Значения |п Ry взяты из табл. 11.2. Прямая, про- 

ходящая через точки, найдена путем минимизации выражения (11.43).
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Используя формулы (11.48) —(11.51) и значения InN и ШК, из 

табл. 11.2, находим, что x = 3.119, у = 1.612, A = 2.403, т = 0.530 

и 6 = -0.043. Следовательно, можно сделать вывод, чтс наши ограни- 

ченные данные для Ry дают оценку V = 0.53, которая находится в со- 

ответствии с точным результатом D = 1/2. 

Приведем без доказательства оценки доверительных интервалов для 

тиб: 

г, (11.53) 

(11.54) 

В нашем случае Ат = 0.07 и мы делаем вывод, что наилучшая оценка VD 

есть = 0.53 + 0.07. 

Если статистические ошибки ©’, в у, различны, то данные необходи- 
( 

мо умножить на веса w, = 1/07. В этом случае следует минимизировать 

величину 
i 

S = AC - mx, - 6). (11.55) 

Можно показать, что наилучшие оценки величин ти b равны 

т = и) (а - Зуи, (11.56) 

Б=у- тх , (11.57) 

_ Yu.xz _ w, 
х = г у bY, , (11.58) 

у и, у. и, 

А = У w,(%,- 9? (11.59) 

Как можно оценить ошибку In Ry? В гл. 10 мы установили, что вероят- 

ная ошибка <ху> равна с /Уп, где с? = «р -х 52. Используя ана- 
М 

логичные соображения, можно показать, что вероятная ошибка <> 
^ 

равна б’/Уп, где 

6? = жа - <> (11.60) 

Ошибки In Ry вычисляются в задаче 11.19.
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"ЗАДАЧА 11.19. Оценка вероятной ошибки In Ry 

а. Используя результаты, полученные для < и <>, вычислите 

стандартное отклонение би б = O/Vn для каждого значения М. Be- 

личина ©, является наиболее вероятной ошибкой одного измерения 

величины <>, состоящего из п испытаний. Равны ли приблизитель- 

но значения ©, для всех № Если нет, то качественно объясните 

поведение ©. Если желательно иметь приблизительно равные оценки 

ошибки для всех значений N, то сколько испытаний требуется для 

случая N = 64 по сравнению с М = 8? 

6. Поскольку рассматриваемой величиной служит получаемая величи- 

на [п Ку, а не исходная <>, необходимо связать оцененную ошиб- 

ку «> с ошибкой In R,. Можно показать, что если U и А связаны 

соотношением U = АР, то ошибка AU связана с ошибкой AA следующим 

образом: 

AU AA — = p—. (11.61) 
U A 

(U и Ар—средние значения.) Аналогично, если И = In A, To ошибки 

связаны соотношением 

AU = ra | (11.62) 

С помощью формул (11.61) и (11.62) оцените ошибки In Ry для каж- 

moro значения М, приведенного в табл. 11.1. Поскольку значения 

InR, имеют разные ошибки, используйте формулы (11.56) —(11.59) 

для получения улучшенной оценки 5. 

Для простого случайного блуждания, рассмотренного здесь, COOTHO- 

шение Ry = ANY справедливо для всех значений №. Однако BO многих 

других задачах настоящей главы это соотношение выполняется только 

асимптотически для больших N. Поэтому, возможно, неправильно прида- 

вать дополнительный вес результатам для Ry при небольших М. 
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Кроме метода наименьших квадратов существуют другие методы анализа 

данных.
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В этой главе на примере задачи о перколяции вводятся понятия, отно- 

сящиеся к критическим явлениям.
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12.1. ВВЕДЕНИЕ 

В этой главе, посвященной геометрическим фазовым переходам, не тре- 

буется обширных познаний физики, например не требуется знания клас- 

сической или квантовой механики и статистической физики. В самом 

деле, все, что требуется, ограничивается некоторыми понятиями гео- 

метрии и теории вероятностей. Главной притягательной силой геомет- 

рических фазовых переходов являются их игровые аспекты и интуитив- 

ная простота. Кроме того, эти модели служат прекрасным введением в 

компьютерное моделирование и указывают на важность методов графи- 

ческого анализа. С другой стороны, знание основ физики сделает эту 

главу более значительной и может послужить введением в задачи фазо- 

вых переходов и в такие важные представления, как масштабирование, 

критические показатели и ренорм-группа. 

Вам может быть знаком термин «просачивание» в контексте задачи о 

заваривании кофе. Однако мы будем использовать это термин в более 

узком смысле. Для ознакомления с явлением просачивания мы рассмот- 

рим другой важный (кухонный) пример. Представьте себе большой про- 

тивень, на котором случайным образом размещены кружки жидкого тес- 

та. Затем противень с печеньем помещается в духовку. Допускается, 

что в процессе выпечки каждая капля теста может расплыться до мак- 

симального размера радиусом а. По своему опыту вы, вероятно, знае- 

те, что если два печенья соприкасаются, то они сливаются и образу- 

ется одно печенье. Как вы думаете, что произойдет? Если вы не сле- 

дите за выпечкой, то можете получить одно гигантское печенье, кото- 

рое будет занимать значительную часть противня (рис. 12.1). 

Давайте абстрагируемся от этого примера для уяснения концепции 

просачивания (перколяции). Представьте себе большую шахматную дос- 

Рис. 12.1. Кружки (печенья) различного радиуса размещаются случай- 
ным образом на большом листе. Заметим, что существует путь из пере- 
крывающихся кружков (закрашены), который соединяет верхнюю и нижнюю 
стороны «противня». Если такой путь существует, мы говорим, что 
этот путь «просачивается» (перколирует) сквозь структуру.
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а 6 

Рис. 12.2. Пример ячеечного перколяционного кластера на квадратной 
решетке со стороной Г = 2. Две ближайшие занятые ячейки (закрашен- 
ные квадраты) в случае а являются частью одного кластера; в случае 
6 две занятые ячейки не являются соседними квадратами и не принад- 
лежат одному кластеру. 

ку, а не противень. Будем представлять эту шахматную доску как 

квадратную решетку и предположим, что каждый квадрат, или «ячейка», 

этой решетки может находиться в двух состояниях: «занято» или «пус- 

то». Каждая ячейка занимается с вероятностью р независимо от со- 

стояния соседних ячеек. Эта модель называется ячеечной перколяцией. 

Занятые ячейки («печенья») либо изолированы друг от друга, либо об- 

разуют группы, состоящие из ближайщих соседей. Мы определим кластер 

как группу занятых ячеек решетки, связанных с ближайшим соседом по 

стороне ячейки (рис. 12.2). Две занятые ячейки принадлежат одному 

кластеру, если они соединены путем, состоящим из занятых ячеек. 

Один из простых способов изучения перколяции основан на исполь- 

зовании генератора случайных чисел карманного калькуляторе. Вся 

процедура сводится к тому, чтобы сгенерировать случайное число, а 

затем занять ячейку решетки, если случайное число меньше р. Выпол- 

ним эту процедуру для каждой ячейки решетки. Если вероятность заня- 

тия ячейки мала, то можно ожидать, что будут присутствовать только 

небольшие изолированные кластеры (рис. 12.3, а). По сравнению с этим 

если р ^ 1, то ожидается, что большинство занятых ячеек образуют 

один большой кластер, который протянется от одной стороны решетки 

до другой (рис. 12.3,г). О таком кластере говорят, что он «переки- 

дывается» через решетку, и называют соединяющим кластером. Что про- 

изойдет для промежуточных значений р, например для р от 0.4 до 0.7 

(рис. 12.3,6 и в)? Мы увидим, что в пределе бесконечной решетки су- 

ществует вполне определенная «пороговая» вероятность р такая, что 

Для р => р, существует один соединяющий кластер, или путь; 

для р‹р, нет ни одного соединяющего кластера и все кластеры 

конечны.
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Рис. 12.3. Примеры ячеечных перколяционных кластеров на квадратной 
решетке со стороной L = 8 для значений р = 0.2, 0.4, 0.6 и 
среднем доля занятых ячеек (закрашенные квадраты) равна р. Заметим, 
что для значения р = 0.6 существует кластер, который «соединяет» 
стороны решетки в вертикальном направлении, но не в горизонтальном; 
при значении р = 0.8 кластер соединяет стороны решетки и по верти- 
кали, и по горизонтали. 

Следует подчеркнуть, что характерной особенностью, присущей пер- 

коляции, является связность. Поскольку связность обнаруживает ка- 

чественное изменение при конкретном значении некоторого параметра, 

который можно менять непрерывно, мы увидим, что переход из состоя- 

ния, не содержащего соединяющий кластер, в состояние с одним соеди- 

няющим кластером представляет собой фазовый переход. 

Конечно, наш интерес не связан с печеньем или даже ячеечной пер- 

коляцией. Примером приложения понятий перколяции является электро- 

проводность сложных систем, состоящих из проводящих и непроводящих 

материалов. Простой способ изготовления такой системы в лаборатор- 

ных условиях заключается в помещении в контейнер смеси маленьких 

металлических и пластмассовых шариков (см. Фицпатрик и др.). Особое 

внимание надо уделить случайному размещению шариков. Если металли- 

ческие шарики составляют малую долю объема системы, то электричес- 

кий ток не может пройти через комбинированную систему и она будет
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изолятором. Однако если металлические шарики составляют достаточно 

большую часть объема контейнера, то электрический ток будет в со- 

стоянии протекать через области, занимаемые этими шариками, и сис- 

тема будет проводником. Описание протекания электрического тока че- 

рез комбинированные материалы можно сделать более точным, вводя па- 

раметр ф—долю объема контейнера, занимаемую металлическими шарика- 

ми. Переход из одного режима в другой (изолятор и проводник) проис- 

ходит внезапно по мере увеличения параметра ф и соответствует от- 

сутствию или наличию соединяющего пути из металлических шариков. 

Более реалистичные комбинированные системы обсуждаются Цалленом. 

Явления протекания можно также наблюдать в лаборатории на куске 

проволочной сетки. Возможно, вам захочется проделать эксперимент 

Уотсона и Лиса, которые измеряли электропроводность большого куска 

однородной стальной сетки в зависимости от доли вырубленных ячеек. 

Координаты ячеек, которые будут вырубаться, определяются с помощью 

генератора случайных чисел. Уотсон и Лис установили, что измеряемая 

электропроводность является быстро убывающей функцией части остав- 

шихся ячеек р и стремится к нулю при значениях ниже критического 

порогового. Недавно выполнено аналогичное измерение проводимости 

листа проводящей бумаги со случайно расположенными «дырками» 

(см. Мер и др.). 

Приложения явлений протекания относятся к переходам металл — изо- 

лятор и проводимости электрической сетки (случайная резисторная 

цепь), для учета распространения эпидемий в популяции, поведения 

магнитов, содержащих примеси, и описания гелей. Чем отличается ша- 

рик геля от бульонного шарика? В дальнейшем мы сконцентрируем наше 

внимание на изучении некоторых простых моделей перколяции, которые 

аппелируют к нашей интуиции. Многие. приложения концепции перколяции 

обсуждаются в литературе, приведенной в конце главы. 

12.2. ПОРОГ TE PROMO Y 

Поскольку неудобно генерировать перколяционные конфигурации с по- 

мощью калькулятора, мы разработаем простую программу. Рассмотрим 

квадратную решетку со стороной L и присвоим каждой ячейкой этой ре- 

шетки случайные числа от нуля до единицы. Ячейка занимается, если 

присвоенное ей случайное число меньше р. Программа site, распечатка 

которой приведена ниже, порождает ячеечную перколяционную конфигу-
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рацию и выводит ее Ha экран компьютера для наглядного представления 

кластеров. В массиве г основной программы хранятся случайные числа, 

присваиваемые каждой ячейке. Заметим, что каждой ячейке решетки 

присваивается случайное число, так что если р увеличивается, то 3a- 

нятые ячейки остаются занятыми. 

PROGRAMA site | рисуются конфигурации ячеечной перколяции 

DIM г(50, 50) 

RANDOMIZE 

CALL initial(L) | задаются параметры решетки и экрана 

CALL lattice(L,r) | придание каждой ячейке случайного числа 

CALL configuration(L, г) | занятие ячеек с данной вероятностью р 

END 

SUB initial (L) 

INPUT prompt "размер решетки = ": | 

LET азрес{! гаНо = 1.5 | значение для компьютера Macintosh 

LET margin = 0.1*L 

LET mx = aspect _ratioxmargin 

LET bx = aspect_ratio*L 

SET window -mx,bx + mx,-margin,L + margin 

BOX LINES 0O,L,0,L 

END SUB 

SUB lattice (L,r(,)) 

FOR row = 1 to L | рисование ячеек решетки 

ТЕТ у = гом - 0.5 

| связывает с каждой ячейкой квадрат со стороной 1 

FOR col = 1 to L | 
LET x = col - 0.5 

LET r(col,row) = rnd | каждой ячейке придается случайное число 

PLOT POINTS: x,y 

NEXT col 

NEXT row 

END SUB
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SUB configuration (L,r(,)) 

DIM s(50, 50) | 
DO while р >= 0 

SET cursor 1,1 

INPUT prompt “вероятность р =": р 

LET size = 0.4 | половина стороны квадрата для занятых ячеек 

FOR row = 1 to L 

LET у = row - 0.5 

FOR col = 1 to L 

IF r(col,row) < р and s(col,row) <> 1 then ! ячейку занимаем 

LET x = col - 0.5 

BOX AREA «x - size,x + size, у - size,y + size 

LET s(col,row) = 1 | ячейка занята 

END IF 

NEXT col 

NEXT row 

LOOP 

END SUB 

Порог перколяции р, определяется как такая вероятность р, при 

которой появляется первый бесконечный кластер на бесконечной решет- 

Ke. Однако для конечной решетки со стороной [, которую мы можем 

промоделировать на компьютере, всегда существует ненулевая вероят- 

ность того, что будет появляться соединяющий кластер, связывающий 

одну сторону решетки с другой. Для малых значений р эта вероятность 

порядка р’ (рис. 12.4). По мере увеличения Г эта величина стремится 

к нулю, и для достаточно малых значений р будут существовать только 

Рис. 12.4. Пример соединяющего кластера появляющийся с вероят- 

ностью pt на конечной решетке с L = 8. Сколькими способами можно 
представить соединяющий кластер, состоящий из L ячеек?
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конечные кластеры. Поскольку нам необходимо применить правило «про- 

текания» для конечной решетки, мы определим р.(Ё) как среднее зна- 

чение р, при котором впервые появляется соединяющий кластер... Для 

конечной решетки определение протекания произвольно и, следователь- 

но, вычисленное значение р, зависит от критерия протекания. Напри- 

мер, мы можем определить соединяющий путь одним из способов: он 

связывает решетку либо в горизонтальном, либо в вертикальном на- 

правлении; соединяет решетку в выбранном направлении (например, в 

вертикальном); соединяет решетку в обоих направлениях. Все эти пра- 

вила протекания должны приводить к одному и TOMY же экстраполиро- 

ванному значению р, при L —› ® В следующей ниже задаче мы получим 

приближенное значение р, с точностью около 10%. Более тонкий ана- 

лиз, который называется конечномерным масштабированием, позволит 

нам экстраполировать результаты р, на предельный случай L -> ®. 

Этот метод обсуждается в разд. 12.4. 

ЗАДАЧА 12.1. Порог перколяции для квадратной решетки 

а. Воспользуйтесь программой site для генерирования ячеечной 

перколяционной конфигурации на квадратной решетке. Оцените р. 

находя такое значение р, при котором впервые появляется соеди- 

няющий кластер. Сначала рассмотрите случай с [ = 4 и начните со 

значения р, для которого вы уверены, что маловероятно наличие 

соединяющего кластера. Затем увеличивайте значение р с шагом 

0.025 до появления соединяющего кластера. Запомните значение р, 

при котором впервые появляется соединяющий кластер для каждого 

критерия протекания. Помните, что каждому испытанию соответству- 

ют различные наборы случайных чисел. Повторите эту процедуру для 

десяти испытаний. Оценка р, является средним значением по десяти 

испытаниям для L = 4. Совпадают ли ваши значения р. с предпола- 

гаемыми значениями для каждого критерия протекания? 

6. Повторите вычисления п. «а» для значений L = 16 и 32. Вычис- 

ляется ли значение р, точнее в случае больших [, Т.е. является 

ли разброс численных значений р. меньше? Насколько быстро вы мо- 

жете визуально определять наличие соединяющего кластера? Вос- 

пользуйтесь, насколько это возможно, сущностью своего визуально- 

го «алгоритма» для определения наличия соединяющего кластера. 

Значение р. зависит как от размеров решетки, так и от ее симмет-
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рии. Кроме квадратной решетки наиболее известной двумерной решеткой 

является треугольная. Как обсуждалось в гл. 11, существенным разли- 

чием между квадратной и треугольной решетками является число бли- 

жайших соседей. . 

ЗАДАЧА 12.2. Ячеечная перколяция на треугольной решетке 

а. Модифицируйте программу site таким образом, чтобы рассмотреть 

ячеечные перколяционные конфигурации на треугольной решетке. 

Простой способ модификации вашей программы заключается в учете 

узлов, имеющих симметрию квадратной решетки, но считая ближайши- 

ми соседями узлы, расположенные по диагонали. 

6. Предположите, что соединяющий путь связывает верхние и нижние 

узлы решетки (рис. 12.5). Считаете ли вы, что значение р, для 

треугольной решетки будет меньше или больше значения р, для 

квадратной решетки? Вычислите p (L) для случаев Г = 16 и 32. 

Совпадают ли ваши значения р с предполагаемыми? 

Еще один тип. просачивания — цепная перколяцияй. Представьте, 

что каждый узел решетки занят и существуют узлы, соединенные со 

своими ближайшими соседями (рис. 12.6). В цепной перколяции каждое 

звено либо занимается с вероятностью р, либо остается свободным с 

вероятностью 1-р. Кластер представляет собой группу узлов, соеди- 

ненных между собой занятыми звеньями. Простым примером цепной пер- 

коляции служит проволочная сетка, описанная в разд. 12.1. На этот 

раз мы можем представить вырезание звеньев между центрами пересече- 

о 

Рис. 12.5. Пример соединяющего кластера в случае треугольной решет- 
ки с L = 4. Звенья между занятыми узлами изображены, чтобы уточнить 
структуру решетки. Заметим, что иногда удобно связать соседние вер- 
шины решетки с ячейками. 

DB литературе на русском языке иногда используется термин задача о 
связях. — Прим. перев.
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Рис. 12.6. Два примера цепных кластеров. Занятые звенья показаны 
жирными прямыми. 

Рис. 12.7. Модель непрерывной перколяции, реализованная размещением 
дисков единичного радиуса случайным образом в квадратном ящике со 
стороной [. Существует ли соединяющий кластер? Количество дисков 

равно 150, L = 20 и плотность дисков х = 150/(20)2 = 0.375. 

ний, а не удаление самих узлов. Если бы мы вздумали измерить элект- 

ропроводность, то нашли бы, что она пренебрежимо мала, когда доля 

оставленных звеньев меньше или равна примерно 0.5. Хотя цепная пер- 

коляция и другие модели решеточной перколяции представляют интерес, 

мы будем для простоты рассматривать только ячеечную перколяцию. 

Кроме моделей решеточной перколяции мы также можем рассмотреть 

непрерывные перколяционные модели. Например, в приведенной ниже 

программе диски единичного радиуса помещаются случайным образом в 

ящик. Два диска принадлежат одному кластеру, если они касаются друг 

друга или перекрываются. Типичная непрерывная перколяционная конфи- 

гурация изображена на рис. 12.7. Мы снова можем задаться вопросом: 

«Какая минимальная плотность дисков необходима для существования 

связанного пути дисков?».
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PROGRAM continuum |! рисуются конфигурации непрерывной перколяции 

RANDOMIZE 

CALL initial(L) | см. распечатку подпрограммы в программе site 

CALL disks({L) | случайное размещение дисков в квадрате 

END 

SUB disks({L) 

LET r = 0.5 | радиус дисков 

LET area = LxL ! L - сторона квадрата 

DO while п >= 0 

SET cursor 5, 48 

INPUT prompt "число новых дисков = ": п 

FOR i = 1 ton 

LET x = rnd*L | центр диска внутри квадрата 

LET у = end+L 

BOX CIRCLE x-r, x+ry-r-"nytr 

NEXT i 

LET number = number + п 

SET cursor 1,1 

PRINT ” ”; | стирание строки 

SET cursor 1,1 

PRINT ”плотность дисков = ”; number/area; 

LOOP 

END SUB 

ЗАДАЧА 12.3. Непрерывная перколяция 

а. Воспользуйтесь программой continuum для вычисления значения 

порога перколяции x, где параметр х представляет собой плот- 

НОСТЬ ДИСКОВ. 

"6. Модифицировав программу continuum так, чтобы диски произ- 

вольного размера от 0 до 1 случайно располагались в квадратном 

ящике, рассмотрите простую модель задачи о «противне», обсуждае- 

мую в разд. 12.1. Как изменится значение xX? 

При обсуждении перколяции мы подчеркнули, что существует порог 

перколяции р, и появляется соединяющий путь, или кластер, при р = 

=p. Более полную информацию можно получить из распределения сред- 

него размера кластеров п (р), определяемого формулой
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среднее число кластеров размером $ 
п (р) = . (12.1) 

полное число ячеек решетки 

При р = р, соединяющий кластер исключается из п. (По историческим 

причинам под размером кластера подразумевается число ячеек в клас- 

тере, а не его пространственная протяженность.) Тщательное изучение 

рис. 12.3,a показывает, что п (р=0) = 5/64, 1/64 и 2/64 для s = 

= 1, 2 и 3 соответственно и равно нулю в противном случае. Посколь- 

ку ).5п, представляет собой полное число занятых ячеек, а 5п, —КО- 

личество занятых ячеек в кластере размером $, величина 

w = 5 (12.2) 

является вероятностью того, что занятый узел, выбранный случайным 

образом, принадлежит кластеру размером $. Следовательно, средний 

размер кластера $ определяется как 

$ = >, sw. = Fon. . (12.3) 

В качестве примера рассмотрим рис. 12.3,a. Средний размер кластера, 

соответствующий восьми кластерам на этом рисунке, равен $ = 27/13. 

Другой величиной, характеризующей перколяцию, является Pip) — 

вероятность того, что занятая ячейка принадлежит соединяющему клас- 

теру. Функция Po (p) определяется следующим образом: 

число ячеек в соединяющем кластере 

P, = (12.4) 
полное число занятых ячеек 

В случае бесконечной решетки Ро(р) = 0 при p< р. и Pip) =1 при 

р =1. Внимательное изучение рис. 12.3,в показывает, что Риф = 

= 0.6) = 36/47 для приведенной конфигурации.
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ЗАДАЧА 12.4. Качественное поведение функций л (р), S(p) и PAP) 

а. Вычислите распределение размеров кластеров п (р) на квадрат- 

ной решетке с Г = 16 и р= 0.4, р=р, p= 0.8. Положите р, = 

0.5927. Проведите по пять испытаний для каждого значения р и 

усредните п (р) по этим пяти испытаниям. Согласующиеся результа- 

ты можно получить, отбросив конфигурации с соединяющими класте- 

рами для случая р < р, и конфигурации без соединяющих кластеров 

для случая р=р. Постройте график функции п, в зависимости от 

$ для каждого значения р и качественно объясните полученную за- 

висимость. В каком из случаев, p= р, или р*р, величина п, 

будет расти быстрее по мере увеличения $? 

6.. Используйте конфигурацию из п. «a> для вычисления зависимости 

среднего размера кластера S от р. Не забудьте, что при р > р. 

соединяющие кластеры не учитываются. 

в. Вычислите Р„(р) для’ случая с L=16 и различных значений 

р > PD. Постройте график функции Р(р) и качественно обсудите ее 

поведение. 

‘12.3. МАРКИРОВКА КЛАСТЕРОВ 

Вероятно, ваш визуальный алгоритм определения наличия соединяющего 

пути и вычисления количества кластеров является очень изощренным. 

Включает ли он в себя параллельную обработку данных’? Однако выпол- 

нение вашего алгоритма утомляет и поглощает много времени, и мы хо- 

тели бы переложить эту работу на компьютер. Как мы увидим в даль- 

нейшем, такая работа трудна даже для компьютера. Эта трудность свя- 

зана с тем, что принадлежность ячейки некоторому кластеру является 

глобальным свойством ячейки, а не локальным. 

Мы рассмотрим метод многократной маркировки кластеров Хошена и 

Копельмана (см. литературу в конце главы) Алгоритм лучше всего 

описать на примере. Рассмотрим конфигурацию, изображенную на рис. 

12.8. Мы присваиваем ячейкам кластерные метки, двигаясь из нижнего 

левого угла вправо. Поскольку ячейка(1,1) занята, мы присваиваем ей 

кластерную метку 1. Следующая ячейка пустая, а значит, не маркиру- 

ется. Следующей занятой ячейкой в первой строке является 

ячейка(3,1). Поскольку соседняя ячейка слева пустая, мы присваиваем
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Рис. 12.8. Перколяционная конфигурация на квадратной решетке L = 7. 
Координаты ячеек определяются относительно левого нижнего угла 
(1,1). а-—показаны неправильные кластерные метки, присвоенные CHa- 
чала программой cluster, в которой реализован модифицированный ал- 
горитм Хошена— Копельмана. б—показаны правильные кластерные метки. 

ей следующую допустимую кластерную метку, т.е. метку 2. Точно так 

же присваиваются кластерные метки остальным ячейкам первой строки. 

Затем мы возобновляем процедуру с ячейки(1,2) во второй строке. По- 

скольку она занята и ближайщая соседняя ячейка из первой строки 

имеет метку 1, мы присваиваем ячейке(1,2) метку 1. Продолжаем в том 

же духе, двигаясь слева направо по второй строке и проверяя заня- 

тость каждой ячейки. Если ячейка занята, то мы проверяем Ha заня- 

тость ее ближайших соседей в предыдущих строке и колонке. Если со- 

седние ячейки пусты, то мы присваиваем ей следующую доступную клас- 

терную метку. Если только одна из соседних ячеек занята, то при- 

сваиваем ей метку занятой ячейки. Например, ячейке(2,2) присваиваем 

метку 1, поскольку соседняя занятая ячейка(1,2) имеет метку 1. 

Проблема возникает тогда, когда мы попадаем в занятую ячейку, в 

которой соединяются два кластера, и необходимо изменить кластерные 

метки. Этот случай впервые возникает в ячейке(6,2), у которой две 

соседние ячейки в предыдущих строке и столбце имеют метки 3 и 4 CO- 

ответственно. Ясно, что правильное присваивание кластерной метки 

ячейке(6,2) заключается в выборе меньшей из меток 3 и 4. Следова- 

тельно, ячейке(6,2) присваивается метка 3, а метка 4 должна заме- 

ниться на метку 3. Однако, поскольку в дальнейшем могут проводиться 

другие изменения присвоенных меток, мы не будем проводить изменение 

меток до тех пор, пока не будет обследована вся решетка. Эта проце- 

дура изменения меток выполняется с помощью разделения правильных 

меток, таких, как 3, и неправильных, таких, как 4. Мы введем допол- 

нительный массив np(i), в котором разделяются правильные и непра-
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вильные метки и учитываются их связи. Вернемся к конфигурации, по- 

казанной на рис. 12.8, чтобы объяснить, как используется этот мас- 

сив. Прежде чем мы попадем в ячейку(6,2), метки от 1 до 4 считаются 

правильными и мы полагаем 

пр(1) = 0, np(2) =0, пр) = 0, пр(4) = 0. 

Однако в ячейке(6,2), где метки 3 и 4 связаны, мы положим пр(4) = 

= 3. Этот ненулевой элемент пр(4) массива показывает, что метка 4 

является неправильной, а численное значение пр(4) показывает, что 

метка 4 связана с меткой 3. Заметим, что индекс массива всегда 

больше самого значения пр. 

Приведенная выше процедура несовершенна. Что мы должны сделать, 

когда попадем в ячейку, в которой предшествующие отмаркированные 

соседи имеют неправильные метки? Рассмотрим, например, ячейку(5,4), 

у которой имеются занятые соседние ячейки с метками 5 и 4. Соблаз- 

нительно было бы присвоить ячейке(5,4) метку 4 и положить пр(5) = 

= 4. Однако вместо присваивания ячейке минимальной метки ее соседей 

мы должны присвоить ей минимальную правильную метку одной из двух 

ближайших ячеек. К тому же, если две ближайшие ячейки имеют разные 

правильные метки, мы должны присвоить элементу массива пр макси- 

мальную правильную метку, равную минимальной правильной метке. 

Приведенная выше версия алгоритма присваивания меток Хошена— 

Копельмана реализуется в программе cluster для квадратной решетки. 

В программе имеется также «меню», так что различные характеристики 

кластеров можно вычислять, не вызывая другие подпрограммы. В под- 

программе assign каждой ячейке присваивается случайное число и 3a 

писывается в массив г. Эта подпрограмма вызывается в 1-м и 11-м 

пунктах меню. Занятость ячеек определяется в подпрограмме оссиру и 

записывается в массив $. Присваивание кластерных меток производится 

в подпрограммах cCluster_label, mnewcluster, neighbors, label_min и 

proper. Каждой ячейке присваиваются кластерные метки и записываются 

в одномерный массив cl, a связи кластерных меток хранятся в одно- 

мерном массиве пр. Подпрограмма plot_label изображает правильные 

или неправильные метки. Подпрограмма plot_conf рисует занятые ячей- 

ки, подпрограмма plot cluster изображает координаты ячейки в клас- 

Tepe, правильный номер которой является аргументом подпрограммы. 

После маркировки кластеров мы можем получить некоторые интересу- 

ющие нас геометрические характеристики. В подпрограмме span опреде-
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ляется, содержит ли конфигурация вертикально соединяющий кластер, 

путем проверкй наличия общих правильных меток в верхней и нижней 

строках. Если имеется соединяющий кластер, то его правильная метка 

выводится на экран, в противном случае переменная ({5рап остается 

равной 0. 

В подпрограмме compute_mass определяется размер (число занятых 

ячеек) каждого кластера. Распределение кластеров п, можно найти, 

подсчитывая количество кластеров размером п, и отнормировать ре 

зультаты, разделив их на 12. 

Вероятность того, что занятая ячейка принадлежит соединяющему 

кластеру, определяется в подпрограмме Pinfinity. В этой подпрограм- 

ме для вычисления размера соединяющего кластера и полного числа 3a- 

нятых ячеек используются соответственно метка кластера, полученная 

в подпрограмме span, и распределение кластеров, полученное в под- 

программе mass. Отношение этих двух величин представляет собой Р., 

В подпрограмме теап_$12е для вычисления среднего размера класте- 

ра S в несоединяющих кластерах используются данные, полученные в 

подпрограмме mass. В подпрограмме mean_size значение ns(i) пред- 

ставляет собой размер кластера с правильной меткой {Г Для получения 

S мы суммируем по правильным меткам, а не по размеру $, как это 

сделано в определении (12.3) величины 5. Убедитесь в TOM, что эти 

два метода вычисления S эквивалентны. Подчеркнем, что соединяющие 

кластеры не включаются в сумму. 

Программа cluster не является самой эффективной реализацией ал- 

горитма Хошена— Копельмана. Более эффективная версия программы на 

Фортране приводится у Стауффера (см. список литературы в конце гла- 

вы). Хотя можно показать, что алгоритм Хошена — Копельмана является 

самым эффективным способом маркировки кластеров для двумерной ре- 

шетки, не ясно, будет ли он самым эффективным для решеток большей 

размерности. Можете ли вы предложить другой метод идентификации 

кластеров?
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PROGRAM cluster 
DIM s(64,64), 1(64,64), cl(64,64), np(1000), mass({ 1000) 
RANDOMIZE 
DO 

CLEAR 

CALL menu (choice) 

CLEAR 

SELECT CASE choice 

CASE 1 | генерирование новой конфигурации 

INPUT prompt "длина стороны решетки = ": L 

INPUT prompt "вероятность занятия новой ячейки = ": р 

CALL assign(L,r) | придание случайного числа каждой ячейке 

CALL occupy(L,p,s,r) | проверка ячеек на занятость 

CASE 2 | изменение р с сохранением случайных чисел 

INPUT prompt "новая вероятность занятия ячейки = ”: р 

CALL occupy(L, р, $, г) 

CASE 3 | рисование конфигурации 

CALL plot_setup(L) 

CALL draw_conf(L,s) 

CASE 4 | определение кластерных меток 

CALL сизег_1аБе (1, $, с|, пр) | присваивание меток кластерам 

CASE 5 | список распределения кластеров 

CALL compute_mass(L, cl, np, mass, птах) | расчет массы кластеров 

САЗЕ 6 | рисование правильных меток кластеров 

CALL plot_setup(L) 

CALL print_label(L,cl,np,”y”) | рисуются правильные метки 

САЗЕ 7 | рисование меток кластеров до переприсваивания 

CALL plot_setup(L) 

CALL print_label(L, cl, пр, ”п”) | рисуются неправильные метки 

CASE 8 | определение протекания 

CALL span(L, cl, пр, ispan) 

IF ispan <> 0 then 

PRINT "метка кластера - ”,15рап, "протекание вертикальное” 

ELSE 

PRINT “Her вертикального протекания” 

END IF
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CASE 9 I вычисление радиуса циркуляции 

INPUT prompt "метка кластера = ”: label 

CALL radius_gyration(L, cl, np, label) 

CASE 10 | рисование координат требуемого кластера 

INPUT prompt "метка кластера = ": label 

CALL plot_cluster(L, с1, пр, label) 

CASE 11 | оценка вероятности первого протекания 

CALL first_span(L, р, $, г, с!, пр) 

САЗЕ 12 | вероятность занятия ячейки в соединяющем кластере 

CALL Pinfinity( mass, ispan, nmax, prob) 

PRINT "вероятность ячейки в бесконечном кластере = ”; prob 

CASE 13 | вычисление среднего размера кластеров 

CALL mean_size( mass, ispan, nmax, mean) 

PRINT “средний размер кластера = ”, mean 

САЗЕ 14 

STOP 

CASE ELSE 

END SELECT 

PRINT "для выдачи на экран меню нажмите клавишу пробела” 

DO 

LOOP until key input 

LOOP 

END
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SUB menu (choice) 

PRINT "sagaitte один из следующих вариантов” 

PRINT ” 1. инициализация решетки” 

PRINT ” 2. изменение р, сохранение случайных чисел” 

PRINT ” 3. рисование занятых ячеек” 

PRINT ” 4. определение кластерных меток” 

PRINT ” 5. список распределения кластеров” 

PRINT ” 6. рисование правильных меток кластеров” 

PRINT ” 7. рисование пустых кластерных меток” 

PRINT ” 8. определение (вертикального) протекания” 

PRINT ” 9. вычисление радиуса циркуляции” 

PRINT ”10. рисование отдельного кластера” 

PRINT “11. вычисление вероятности первого протекания” 

PRINT "12. вычисление вероятности ячейки в соединяющем кластере” 

PRINT ”13. расчет среднего размера кластера $ по конечным кластерам” 

PRINT “14. выход” 

PRINT 

INPUT prompt "вариант? ”: choice 

END SUB 

SUB assign (L, r(,)) 

| присваивание каждой ячейке случайного числа 

РОК col = 1 to L 

FOR row = 1 to L 

LET r(col,row) = rnd 

NEXT row 

NEXT col 
END SUB 

SUB occupy (L, p,X.), r(,)) 

FOR col = 1 to L 

FOR row = 1 to L 

IF r(col,row) < р then | если р < r(i,j), ячейка занимается 

LET $ со|,гом) = -1 | занятые ячейки - отрицательные 

ELSE 

LET s({col,row) = 0 

END IF 

NEXT row 

NEXT col 

END SUB
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SUB cluster_label (1, $( ,), <К,), пр()) 

| метки кластеров 

МАТ cl = 0 

МАТ пр = 0 

LET ncluster = 0 | метка кластера 

IF s(1,1) < 0 then CALL newcluster (ncluster, cl, пр, 1, 1) 

FOR col = 2 to L | сначала метится нижняя строка 

IF s(col,1) < 0 then 

LET col_left = col - 1 

IF s(col_left,1) < 0 then 

LET cl(col,1) = cl(col_left, 1) 

ELSE 

CALL newcluster (ncluster, cl, np, col, 1) 

END IF 

END IF 

NEXT col 

FOR row = 2 to L | метки кластеров в остальных строках 

IF s(1,row) < 0 then | первый столбец анализируется отдельно 

LET row_down = row - 1 | занятость ячейки предыдущей строки 

IF s(1,row_down) < 0 then 

LET cl{1,row) = cl(1,row_down) 

ELSE 

CALL newcluster (ncluster, cl, np, 1, row) 

END IF 

END IF 

FOR col = 2 to L 

IF s(col,row) < 0 then 

LET row_down = row - 1 

LET col_left = col - 1 

IF cl(col, row_down) + clI({col_left,row) = 0 then 

CALL newcluster (ncluster, cl, np, col, row) 

ELSE 

CALL neighbor (s,cl,np, col, row) 

END IF 

END IF 
NEXT col 

NEXT row 

END SUB
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SUB newcluster (ncluster, cl(,),np(), col, row) 

LET ncluster = ncluster + 1 

LET cl(col,row) = ncluster 

LET np(ncluster) = 0 | правильная метка 

END SUB 

SUB neighbor (s(,),cl{,),np(),col,row) — |! определение занятости соседей 

LET row_down = row - 1 

LET col_left = col - 1 

IF s(col,row_down)»s(col_left, row) > О then | оба соседа заняты 

CALL label_min(cl, пр, col, row, col_left, row_down) 

EXIT SUB 

END IF 

IF cl(col,row_down) > О then 

LET cl{col,row) = с col, row_down) 

EXIT SUB 

END IF 

| сосед слева занят 

LET cl(col,row) = cl(col_left, row) 

END SUB 

SUB label_min (cl(,),np(), col, row, col_left, row_down) 

| оба соседа заняты, определение минимального кластерного числа 

IF cl({col_left,row) = cl{col,row_down) then 

Гу обоих соседей одинаковая кластерная метка 

LET cl(col, row) = сКсо! 1еН, row) 

ELSE 

| определение новой кластерной метки 

LET left = сКсо| 1е#, row) 

LET down = cli(col,row_down) 

CALL proper( np, left) 

CALL ргорег( пр, down) 

LET nmax = max( left, down) 

LET nmin = min( left, down) 

LET cl{col,row) = nmin 

IF nmin <> nmax then 

LET np(nmax) = nmin | присваивание неправильной метке птах = nmin 

END IF 

END IF 

END SUB
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SUB proper (np(), label) 
DO 

IF np(label) = 0 then EXIT SUB 
LET label = np({ label) 

LOOP 
END SUB 

SUB plot_setup (L) 

| окно для подпрограмм рисования 

LET aspect_ratio = 1.5 | значение для компьютера Macintosh 

LET margin = 0.1% 

LET mx = азрес{_ гаНожтагат. 

LET Lx = aspect_ratio+L 

SET window -mx,Lx + mx,-margin,L + margin 

END SUB 

SUB print_label (L,cl(,),np(), proper$) 

LET size = 0.4 

FOR col = 1 to L 

LET x = col - 0.5 

FOR row = 1 to L 

LET y = row - 0.5 

-LET label = cl{col, row) 

IF label > O then 

IF proper$ = “y” then CALL proper( np, label) 

BOX CLEAR x - size,x + size, y - size, y + size 

BOX LINES x - size,x + size, y - size, y + size 

PLOT TEXT, at x - 0.25,y - 0.25: using$("##”, label) 

END IF 

NEXT row 

NEXT col 

END SUB
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SUB span (L,cl(,),np(), ispan) 

| проверка существования вертикального соединяющего кластера 

LET ispan = 0 

РОК sidel = 1 to L 

LET arg! = sidel 

LET arg2 = 1 

IF cl(argi,arg2) > О then 

LET nbot = cli(argl,arg2) 

CALL proper( np, nbot) | определяется правильность метки 

FOR side2 = 1 to L 

LET arg! = яде2 

LET arg2 = L 

IF cl{argt,arg2) > О then 

LET пор = clI( arg}, arg2) 

CALL ргорег( np, фор) 

IF ntop = nbot then 

LET ispan = ntop 

EXIT SUB 

END IF 

END IF 

NEXT side2 

END IF 

NEXT sidet 

END SUB 

SUB compute_mass (L, cl{,), пр(), mass(), nmax) 

| в элементе массива mass(i) - масса кластера с правильной меткой | 

РОК п = 1 to птах 

LET mass(n) = 0 

NEXT n 

LET nmax = 0 

FOR row = 1 to L 

FOR col = 1 to L 

IF cl(col,row) > О then 

LET label = clI( col, row) 

CALL proper( np, label) | определение правильной метки 

IF label > nmax then LET nmax = label 

LET mass(label) = таз$(1аБе!) + 1 

END IF
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NEXT col 

NEXT row 

PRINT “метка”, "масса” 

FOR i = 1 to nmax 

IF mass{i) > 0 then 

PRINT USING “#####”: 1, mass( i) 

END IF 

NEXT i 

PRINT 

END SUB 

SUB radius_gyration (L,cl(,),np(), label) 

FOR row = 1 to L 

FOR col = 1 to L 

IF cl({col,row) > O then 

LET label_temp = сКсо1, row) 

CALL ргорег( np, label_temp) 

IF label_temp = label then 

LET xcm = xcm + col 

LET ycm = ycm + row 

| определение правильной метки 

| правильная метка 

LET R2 = R2 + row*row + col*col 

LET mass = mass + 1 

END IF 

END IF 

NEXT col 

NEXT row 

IF mass > 0 then 

LET radius = 

ELSE 

PRINT “Het кластера с такой меткой" 

END IF 

END SUB 

| число ячеек в кластере 

sqr((R2/mass) - ((xcm*xcm + ycm*ycm)/( mass*mass))) 

PRINT "радиус циркуляции кластера ";"metKa”; label;” = "; radius
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SUB plot_cluster (L,cl(,),np(), label) 

CLEAR 

BOX LINES 0,L,0,L 

LET size = 0.4 

FOR col = 1 to L 

LET x = col - 0.5 

FOR row = 1 to L 

LET y = row - 0.5 

| размер квадрата, рисуемого в каждом узле 

| с каждой ячейкой связан квадрат со стороной 1 

BOX LINES x - size, x + size, у - size, у + size 

LET label_temp = с col, row) 

IF label_temp > 0 then 

CALL proper(np, label_temp) 

IF label_temp = label then | занятая ячейка 

END IF 

END IF 

NEXT row 

NEXT col 

END SUB 

SUB draw_conf (L,s(,)) 

BOX LINES 0,L,0,L 

LET size 

FOR col 

LET x 

FOR row 

0.4 

1 to L 

col - 0.5 

=1toL 

LET y = row - 0.5 

PLOT POINTS: x,y 

BOX AREA x - size, x + size, y - size, y + size 

| размер квадрата, рисуемого в каждом узле 

| с каждой ячейкой связан квадрат со стороной 1 

| рисование узлов решетки 

IF s(col,row) = -1 then | занятая ячейка 

BOX AREA x - size, x + size, у - size, у + size 

ELSE 

BOX LINES x - size, x + size, y - size, y + size 

END IF 

NEXT row 

NEXT col 

END SUB
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SUB first_span (L,p,s(,),1(,),¢l(,),np()) 

DIM prob( 100) 

INPUT prompt "длина стороны решетки = ": L 

INPUT prompt "начальное р = ": pO 

INPUT prompt “приращение р = ": dp 

INPUT prompt "число испытаний = ”: ntrial 

FOR itrial = 1 to пша| 

LET р = pO 

LET ip = 1 

LET ispan = 0 | метка вертикально соединяющего кластера 

CALL assign(L, г) 

DO 

CALL occupy(L, р, $,г) | занятие дополнительных ячеек 

CALL cluster_label(L,s, cl, np) 

IF ispan = 0 then 

CALL span(L, cl, np, ispan) 

IF ispan <> 0 then LET prob(ip) = prob(ip) + 1 

END IF 

LET p = p + dp 

LET ip = ip + 1 

LOOP until ispan <> 0 

NEXT itrial 

LET р = p0 

LET ip = 1 

DO | нормировка вероятности первого протекания 

IF prob(ip) <> 0 then 

LET prob(ip) = prob(ip)/ntrial 

PRINT "р”, "вертикальная" 

PRINT р, prob( ip) 

END IF 

LET p = p + dp 

LET ip = ip + 1 

LOOP until p > 0.9 

END SUB
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SUB Pinfinity( mass( ), ispan, nmax, prob) 

! вероятность принадлежности занятой ячейки соединяющему кластеру 

IF ispan = О then 

LET prob = 0 

EXIT SUB 

END IF 

LET sum = 0 

FOR i = 1 to nmax 

LET sum = sum + mass(i) 

NEXT i 

LET prob = mass(ispan)/sum 

END SUB 

SUB mean_size( mass{ ), ispan, nmax, mean) 

| определение среднего размера кластера $ 

LET sum = 0 

LET sum2 = 0 

FOR i = 1 to nmax 

IF i <> ispan then 

LET sum = sum + mass(i) 

LET sum2 = sum2 + mass(i)*mass( Г) 

END IF 

NEXT i 

LET mean = sum2/sum 

END SUB 

Для более систематического изучения ячеечной перколяции в задаче 

12.5 используется алгоритм маркировки кластеров Хошена— Копельмана. 

В разд. 12.4 мы будем применять конечномерный масштабный анализ, 

чтобы получить качественные результаты для относительно малых сис- 

тем. Подпрограммы, которые изображают конфигурации и метки класте- 

ров на экране, необходимо использовать только в задаче 12.5а. 

ЗАДАЧА 12.5. Применение алгоритма маркировки кластеров 

а. Запустите программу Cluster и опишите несколько примеров ме- 

тода маркировки кластеров. Подробно объясните, как работает ал- 

горитм. 

6. Вычислите F(p)dp — вероятность первого протекания на решетке 

размером [. х[Г в интервале от р до р+ар. Проведите минимум 100
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испытаний для каждого значения L и постройте график изменения 

F(p) с ростом L. При каком значении. р в 50% испытаний уже имеют- 

ся соединяющие кластеры для каждого правила протекания и для 

каждого размера решетки. Обозначьте это значение р (Г). Зависит 

ли р, от L? Как сильно p(L) зависит от правила протекания? (За- 

метим, что вам необходимо модифицировать подпрограммы зрап и 

first_span, чтобы вычислить F(p) для различных правил протека- 

НИЯ. ) 

в. Модифицируйте программу cluster так, чтобы величина Р„ усред- 

нялась по меньшей мере по 100 испытаниям для каждого значения р. 

Вычислите Р„ для значений p = p, р = 0.65, р = 0.75 и р= 0.65 

при L = 4, 16 и 32. Используйте либо оцененное значение p {L), 

полученное в п. «а», либо наилучшую известную оценку Pp, = 

=.0.5927. Какова качественная зависимость Р„ от р? Является ли 

Риф =р.) возрастающей или убывающей функцией от L? Не забудьте 

отбросить конфигурации, в которых нет соединяющего кластера. 

г. Напишите подпрограмму для вычисления п (Р), используя массив 

ns(i) ({—метка кластера). Рассмотрите случаи р = р и р=р+ 

+ 0.1 для значений L = 4, 16 и 32 и усредните по крайней мере по 

десяти испытаниям. Почему п, является убывающей функцией 5? Ког- 

да п. убывает более быстро: при р = р. или при р # р? 

д. Вычислите средний размер кластера $ при р = р ир=р + 0.1 

для значений Г = 4, 16 и 32. Усредните по крайней мере по десяти 

испытаниям. Какова качественная зависимость S(p) от р? Как 

S(p = р.) зависит от L? Для значений р < р. отбросьте те конфи- 

гурации, которые содержат соединяющий кластер, а для р > р. OT- 

бросьте конфигурации, которые не содержат соединяющий кластер. 

12.4. КРИТИЧЕСКИЕ ПОКАЗАТЕЛИ И КОНЕЧНОМЕРНОЕ 

МАСШТАБИРОВАНИЕ 

Из повседневного опыта нам известны различные фазовые состояния ве- 

щества. Наиболее известным примером является вода, которая может 

существовать в виде пара, жидкости и льда. Известно, что вода может 

переходить из одной фазы в другую при определенных давлении и тем- 

пературе, например переход из твердой фазы в жидкую происходит при 

атмосферном давлении и температуре 0°С. Такое изменение фаз пред-
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ставляет собой пример термодинамического фазового перехода. Для 

большинства веществ существует критическая точка, т.е. при давлении 

и температуре выше конкретных значений температуры и давления не- 

возможно различить газовую и жидкую фазы (Рейф). 

Другим важным, но менее известным примером является существова- 

ние критической точки в магнетиках при температуре Кюри Г. Извест- 

но, что при низких температурах некоторые тела ведут себя как фер- 

ромагнетики, у которых в отсутствие внешнего поля намагниченность 

произвольна. Если повышать температуру, спонтанная намагниченность 

непрерывно убывает, обращаясь в нуль при «критической» температуре 

Г. При температурах Т>Т, система становится парамагнетиком. В 

гл. 16 мы используем методы Монте-Карло для исследования поведения 

магнетиков в окрестностях критической точки. 

Поскольку для понимания сути термодинамических фазовых переходов 

требуются солидные знания по статистической физике, интересно изу- 

чить фазовые переходы для явлений перколяции. Конечно, перколяция 

не является фазовым переходом в обычном смысле, поскольку для ее 

описания не используется температура. Однако в дальнейшем мы убе- 

димся в том, что свойства геометрических фазовых переходов в зада- 

чах перколяции и термодинамических фазовых переходов качественно 

подобны. Следовательно, дальнейшее изучение фазовых переходов в за- 

дачах преколяции также может служить простым введением в теорию 

термодинамических фазовых переходов. Основной вывод, который мы 

сделаем, заключается в TOM, что вблизи точки фазового перехода по- 

ведение системы обусловлено наличием дальнодействующих корреляций. 

Нам известно, что в окрестности порога перколяции поведение сис- 

темы тесно связано с наличием больших, но конечных кластеров. На- 

пример, в задаче 12.5г мы нашли, что п, убывает экспоненциально по 

мере роста $ в случае р ‹р, а в случае p> р, п, убывает более 

быстро с ростом 5. Однако для р = р, зависимость п, от $ совершенно 

другая и убывание более медленное. Это особое поведение п, в случае 

р = р, обусловлено наличием всех масштабов длины, например «беско- 

нечный» кластер и кластеры всех размеров. 

Более прямой способ наблюдения влияния длины связан с введением 

характерного линейного размера, или средней длины связности &(р). 

Два возможных определения &(р) изучаются в задаче 12.6. 

ЗАДАЧА 12.6. Длина связности 

а. Одно из определений величины & заключается в присваивании ей
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значения радиуса циркуляции К. Запишем радиус циркуляции К; для 

единственного кластера, состоящего из $ ячеек, в виде 

$ 

R? = 1 9“ - 7), (12.5) 

t=1 

где 

r= т ) г, (12.6) 

и г — координата (-H ячейки в этом кластере. Величина г является 

аналогом центра масс для кластера. Свяжем величину & с радиусом 

циркуляции наибольшего несоединяющего кластера, а не со взвешен- 

ным средним всех К. по всем несоединяющим кластерам. Сгенерируй- 

те перколяционную конфигурацию для данного значения р, вычислите 

К; для наибольшего несоединяющего кластера и усредните К. по не 

скольким конфигурациям. Рассмотрите значения р, принадлежащие 

интервалам [р -0.05, р.-0.01] и [p,+0.01, р. + 0.05], — по- 

ложив р, = 0.5927 и шаг 0.01. Положите L = 32 и рассмотрите ми- 

нимум 50 конфигураций для каждого значения р. Для р < р. от: 

бросьте конфигурации, содержащие соединяющий кластер, а для 

p> Pp, отбросьте конфигурации, не содержащие соединяющий клас- 

тер. Постройте график функции & в зависимости от р и обсудите 

качественную зависимость от р. Является ли &(р) монотонно воз- 

растающей или убывающей функцией р для случаев р < р. ир> p? 

"6. Свяжите длину связности с максимальным растоянием между дву- 

мя узлами в наибольшем несоединяющем кластере (рис. 12.9). Моди- 

фицируйте программу cluster так, чтобы максимальное расстояние 

можно было вычислить и усреднить по нескольким испытаниям. Ис- 

пользуйте конфигурацию из п. «а» и вычислите среднюю максималь- 

aa 

re 

Рис. 12.9. Максимальное расстояние между двумя узлами показанного 

кластера равно У 10. Координаты центра масс (x, и) и радиуса цирку- 

ляции кластера равны х = 1, и = 1.5, Re = 14/8.
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ную длину между узлами в наибольшем несоединяющем кластере. 

Отождествите полученное значение этой длины с €, постройте гра- 

фик функции &(р) и обсудите зависимость от р. Приводят ли оба 

определения & к одинаковой качественной зависимости? 

На основании результатов, полученных в задаче 12.6, о поведении 

функции &р) на конечной решетке можно сделать вывод, что для боль- 

ших значений L &(р)—убывающая функция в диапазоне р < р, и возрас- 

тающая для Pp > Pp, (рис. 12.10). Кроме того, нам известно, что 

&р=р.) приблизительно равна L и, следовательно, является pacxo- 

дяшейся при L—»o, Качественное поведение функции & не зависит OT 

определения этой функции и соответствует нашему физическому пред- 

ставлению 0 кластерах: по мере приближения р к р, возрастает веро- 

ятность того, что два занятых узла находятся в одном кластере. Та- 

кое качественное рассмотрение наталкивает нас на мысль, что в пре 

деле L—o &(р) сингулярна в критической области |р-р.| << 1. 

Количественно можно описать сингулярность &(р), вводя критический 

показатель степени V, определяемый соотношением 

E(p) ~ р-р”. (12.7) 

Конечно, а priori нельзя сказать, почему расходимость &(р) имеет 

простой степенной характер. Возможно, вам захочется проанализиро- 

вать свои данные о зависимости &(p) от р и попытаться оценить пока- 

затель степени 1. Однако, поскольку ваши данные получены только для 

относительно малых решеток («эффекты конечных размеров») и ограни- 

ченного числа испытаний, ваша оценка р будет очень приблизительной. 

Как ведут себя в критической области другие величины, которые мы 

рассматривали, при L—-o? В соответствии с определением Py, (12.4), 

P, = 9 при р < р; и возрастает при p > p.. Мы предполагаем, что в 

f (pt 

> ?p 
Pe 

Рис. 12.10. Качественная зависимость длины средней связности &(р) 
от р. Стремление &р) к бесконечности в критической области проис- 
ходит по степенному закону с показателем р [см. (12.7)].
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критической области рост P, характеризуется другим показателем сте 

пени В, определяемым соотношением 

Рух (р, - р}. (12.8) 

В терминологии критических явлений Р„ называется параметром порядка 

системы. Критический показатель степени В описывает стремление к 

нулю связности бесконечного кластера при пороговом значении для 

перколяции. Другой рассматриваемой величиной является средний раз- 

мер кластера S(p). Критическое поведение S(p) можно описать следую- 

щим выражением: 

S(p) ~ |p - pl (12.9) 

которое определяет критический показатель. Известные критические 

показатели для перколяции приводятся в табл. 12.1. Для сравнения 

приведены аналогичные критические показатели для магнетиков. 

Поскольку мы можем моделировать только конечные решетки, прямая 

подгонка измеряемых величин €, Pw S(p) по формулам (12.7) —(12.9) 

не будет давать хорошие оценки для соответствующих показателей сте- 

пени. Главная проблема заключается в том, что мы не можем взять р 

достаточно близким к р. без получения эффектов конечного размера. В 

ТАБЛИЦА 12.1. Некоторые критические показатели степени для перколя- 
ционных и магнитных разовых переходов в двумерном и трехмерном слу- 
чаях. Рациональные числа представляют известные точные результаты. 
Данные для магнетиков относятся к модели Изинга (см. гл. 15.) 

Величина Зависимость Показатель d=2 d=3 

Перколяция 

Параметр порядка PP, ~ (р-р)В В 5/36 0.4 
Средняя длина ко- S(p) ~ |р-р | у 43/18 1.8 
нечного кластера 

Длина корреляции E(p) ~ Ip-p\-” р 4/3 0.9 

Число кластеров no~ st т 187/91 2.2 

Магнетизм 

Параметр порядка © M(T) ~ (Г-Т)В В 1/8 0.32 
Восприимчивость X(T) ~ 7-7 |% у 7/4 1.24 

Длина корреляции  &Т) м [T-T |” р 1 0.63 
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противоположность этому значение &(р) мало по сравнению с L для 

значений р, лежащих вдали от р, и на измеряемое значение & а сле: 

довательно, и на другие физические величины не влияют конечные раз- 

меры решетки. Значит, для значений р << p, H p >> Pp, свойства CHC- 

темы неотличимы OT соответствующих свойств истинно макроскопической 

системы (L—>). Однако если значение р близко к р, TO &(p) срав- 

нима с L и поведение системы отличается от поведения макроскопичес- 

кой системы. В частности, на конечной решетке не могут происходить 

истинные фазовые переходы, описываемые расходящимися физическими 

величинами. Вместо этого & и 5 достигают конечного максимума при 

значении р = p {L). 

Эффекты конечного размера системы можно количественно описать с 

помощью следующих рассуждений. Рассмотрим, например, предполагаемое 

критическое поведение величины Р,, описываемой (12.8). До тех пор 

пока & много меньше, чем L, предполагается, что степенной закон по- 

ведения (12.8) выполняется. Однако если величина & сравнима с L, то 

& не может существенно изменяться и выражение (12.8) становится He 

применимым. Эти качественные изменения поведения Р„ и других физи- 

ческих величин будут происходит для зависимости 

&(p) ~ L ~ р-р”. (12.10) 

Заметим, что выражение (12.10) можно обратить и записать 

р-р ~ Е. (12.11) 

Следовательно, если & и L приблизительно одинаковы, то можно заме- 

нить (12.8) на следующее соотношение: 

P(p=p) ~ ЕВ”? (La). (12.12) 

Соотношение (12.12) между P, и Г. при р = р. соответствует тому фак- 

ту, что фазовый переход определяется только для бесконечных систем. 

Одно. из применений соотношения (12.12) состоит в том, что с его 

помощью можно определить критические показатели. Такой метод анали- 

за известен как конечномерное масштабирование и является важным при 

изучении критических показателей. Предположим, что мы сгенерировали 

перколяционные конфигурации при р = р, для различных значений [ и 

исследуем зависимость Р„ от L. Если значение [ достаточно велико, 

то можно воспользоваться соотношением (12.12) для оценки отношения
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B/v. Аналогичное исследование можно провести для S(p) и других ин:-. 

тересующих нас физических величин. Мы пользуемся этим методом в за: 

даче 12.7. 

“ЗАДАЧА 12.7. Конечномерный анализ критических показателей 

а. Воспользуйтесь программой cluster для вычисления Р,„ при 

р = р, проведя по меньшей мере 100 испытаний. Рассмотрите слу- 

чаи L = 10, 20, 40 и 60. Усредняйте только по конфигурациям, ко- 

торые содержат соединяющий кластер. Хотя наши качественные рас- 

суждения о соотношении (12.12) не определяют, должны ли мы выб- 

рать р равным p {L) или p{L — ©), наилучшие результаты mMovy- 

чаются с использованием последнего значения р, = 0.5927 на квад- 

ратной решетке. Постройте график зависимости In Ри oT In Zl a 

оцените отношение B/D. 

6. Воспользуйтесь конечномерным масштабированием для установле- 

ния зависимости среднего размера кластера от L при р = Pp. Моди- 

фицируйте программу Cluster таким образом, чтобы $ усреднялась 

по тем же конфигурациям, что и в п. «а». Не забудьте, что S яв- 

ляется средним числом ячеек в несоединяющих кластерах. 

в. Найдите зависимость массы (числа частиц) М в соединяющем 

кластере при p = p, OT L. Используйте такие же конфигурации, что 

И В I. «а». Определите показатель степени с помощью графика 3a- 

висимости In P, от In L. Значение этого показателя называется 

фрактальной размерностью кластера и обсуждается в гл. 13. 

В разд. 12.2 мы нашли, что численное значение порога перколяции 

p, зависит от симметрии и размеров решетки, например р, * 0.5927 

для квадратной решетки и р, = 1/2 для треугольной решетки. Удиви- 

тельное. свойство степенных зависимостей, приведенных в табл. 12.1, 

заключается в том, что значения критических показателей не зависят 

от симметрии решетки и даже от наличия самой решетки, например они 

равны показателям для модели непрерывной перколяции, которая обсуж- 

далась в задаче 12.3. Более того, не надо делать различий между 

этими показателями для ячеечной и цепной перколяций. Используя тер- 

минологию теории фазовых переходов, мы скажем, что непрерывная, 

ячеечная и цепная перколяции принадлежат одному классу универсаль- 

ности и их критические показатели равны.
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Другой важной идеей в области критических явлений считается су- 

ществование зависимостей между критическими показателями. Примером 

такого закона масштабирования будет соотношение 

28 + ¥ = ва, (12.13) 

где 4—размерность решетки. Более детальное рассмотрение конечно- 

мерных и масштабных законов можно найти в списке литературы, кото- 

рый приводится в конце раздела. 

12.5. РЕНОРМ-ГРУППА 

В разд. 12.4 мы воспользовались свойствами связанных между собой 

величин в задачах перколяции при различных масштабах длины для 

вычисления значений критических показателей. Идею изучения некото- 

рых физических величин в окрестности критических точек на различных 

масштабах длины можно применять не только для конечномерного мас- 

штабирования, но и взять за основу в методе ренорм-группы, который, 

вероятно, является одним из важнейших новых методов теоретической 

физики за последнее двадцатилетие. Первое объяснение критических 

явлений с помощью метода ренорм-группы было опубликовано К. Ж. 

Вильсоном в 1971г. В 1981г. автор был удостоен Нобелевской премии 

по физике за вклад в разработку метода ренорм-группы. Хотя впервые 

этот метод был использован в теории термодинамических фазовых пере- 

ходов, проще познакомиться с ним на примере задач перколяции. Мы 

увидим, что этот прямой метод получения критических показателей в 

соединении с методами Монте-Карло часто представляет собой гораздо 

более мощное средство, чем обычные методы Монте-Карло. 

Для ознакомления с этим методом рассмотрим фотографию перколяци- 

онной конфигурации, сгенерированной для значения р = Po < Р.. Что 

мы увидим, если будем рассматривать фотографию со все большего рас- 

стояния? Убедитесь в том, что рассматривание фото с большого рас- 

стояния не позволит вам увидеть кластеры, состоящие из одной ячей- 

ки, и различить близлежащие ячейки. К тому же области между больши- 

ми кластерами и узкие перемычки, соединяющие крупные «кляксы», не 

будут различаться на фотографии с такого расстояния. Следовательно, 

при Py < р, расположенная вдалеке фотография будет похожа на перко- 

ляционную конфигурацию, сгенерированную для значения р, такого, что 

р; < Pg: Кроме того, длина связности E(p,) оставшихся кластеров бу-
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дет меньше, чем E(Pp): Если мы отойдем еще дальше, TO новые класте: 

ры на фотографии будут казаться еще меньше и соответствовать значе 

нию р = ро, причем р. < Py. Обычно мы не в состоянии различить лю- 

бые кластеры и фотография будет казаться такой, как будто она cure 

лана для тривиальной неподвижной точки р = 0. 

Обсудим что мы могли бы увидеть в случае р, > р. При вниматель: 

ном изучении фотографии мы могли бы различить только малые области 

незанятых ячеек. По мере удаления фотографии эти пустоты становятся 

менее различимыми и конфигурация будет выглядеть все более однород- 

ной. Следовательно, фото будет выглядеть как конфигурация сгенери- 

рованная для значения р=р, с P, > ру и E(p,) < &(ро). Мы заключа- 

ем, что по мере удаления фотографии она будет казаться такой, как 

будто она сделана при значении, равном другой тривиальной устойчи- 

вой точке, р = 1. 

Что произойдет в случае Ру = р? Нам известно, что при значении 

параметра, равном пороговому, имеются все масштабы длины, и не иг 

рает роли, какую длину мы используем для изучения системы. Таким 

образом, фото будет выглядеть одинаково (хотя и менее чисто) неза: 

BHCHMO от расстояния, с которого мы его рассматриваем. В этом CMHIC- 

ле р, является особой нетривиальной устойчивой точкой. 

Рассмотрим операционный метод использования компьютера для изме- 

нения конфигурации, которое аналогично удалению фотографии. Наше 

изложение в точности соответствует статье Рейнольдса и др. (см. 

список литературы). Рассмотрим квадратную решетку, которая разбита 

на клетки, или блоки, покрывающие решетку (рис. 12.11). Если мы по- 

смотрим на решетку издалека, то узлы поглощаются клетками и образу- 

ют новый суперузел или «ренормированный» узел, тогда новая решетка 

обладает той же симметрией, что и исходная решетка. Однако замена 

узлов новыми изменяет масштаб длины —все расстояния уменьшаются B ф 

раз, где ь—линейный размер клетки. Таким образом, эффект «penopma- 

лизации» заключается в замене каждой клетки единственным ренормиро- 

ванным узлом и перемасштабировании длины связности для ренормиро- 

ванной решетки в O раз. 

Как установить, будут ли ренормированные узлы заняты или свобол- 

ны? Поскольку мы хотим сохранить основные особенности исходной ре 

шетки, а значит, ее связность мы предположим, что ренормированный 

узел занимается, если исходная группа узлов связывает эту клетку. 

Будем пользоваться для удобства правилом вертикального связывания. 

Эффект выполнения масштабного преобразования типичных перколяцион- 

ных конфигураций для значений р больше и меньше р, иллюстрируется
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Рис. 12.11. Пример клетки с 6 = 4, используемой для квадратной ре 

шетки. Эта клетка, содержащая b? узлов, после ренормализации преоб- 
разуется в единственный узел. 

соответственно на рис. 12.12а и 12.126. В обоих случаях преобразо- 

вания ренормализации удаляют систему от состояния при р. Видно, 

что для р = 0.7 эти преобразования возвращают систему к случаю с 

р =1. Для р = 0.5 имеется тенденция к возвращению системы обратно 

к случаю с р = 0. Поскольку мы начали на конечной решетке, невоз- 

можно продолжать преобразование перенормировки бесконечно. 

Программа гс в соединении с вашей зрительной интуицией генериру- 

ет конфигурации, типа приведенной на рис. 12.12, и выполняет прос- 

той вариант метода ренорм-группы. Программа делит экран на четыре 

окна и рисует три ренормированные решетки в окнах 2, 3, 4. 

зы | КЕЯ | 

Рис. 12.12а. Перколяционная конфигурация, сгенерированная для зна- 
чения р = 0.7. Исходная конфигурация ренормировалась три раза с по- 
мощью программы rg, которая преобразует четырехъячеечные клетки в 
одну новую. Что получилось бы после еще одного преобразования?
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L=16 р=0.5 

Рис. 12.126. Перколяционная конфигурация, сгенерированная для слу- 
чая р = 0.5. Исходная конфигурация ренормировалась три раза с по- 
мощью программы rg, которая преобразует четырехъячеечные клетки в 
одну новую. Что получилось бы после еще одного преобразования? 

PROGRAM rg 

DIM 1( 16, 16) 

CALL initial( #1, #2, #3,#4,L,b,r) | присваивание случайных чисел ячейкам 

CALL configuration( #1, #2, #3, #4, L, b, г) 

END 

SUB initial (#1, #2, #3,#4,L,b,r(, )) 
RANDOMIZE 

LET L = 16 

LET b = 2 

FOR row = 1 to L 

FOR col = 1 to L 

LET r(col,row) = rnd | присваиваем каждой ячейке случайное число 

NEXT col 

NEXT row 

OPEN #1: screen 0,0.5,0.5,1 

CALL lattice( #1, L) | рисование исходной решетки в окне 1 

OPEN #2: screen 0.5,1,0.5, 1
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САЦ. lattice(#2,L/b) 

OPEN #3: screen 0,0.5,0,0.5 

CALL lattice( #3, L/(b*b)) 

OPEN #4: screen 0.5,1,0,.5 

CALL lattice( #4,L/(b*b*b)) 

END SUB 

SUB lattice (#1, L) 

LET aspect_ratio = 1.5 

LET margin = 0.2+L 

LET mx = aspect_ratio*emargin 

LET bx = aspect_ratio*L 

SET window -mx,bx,-margin,L + margin 

BOX LINES 0,L,0,L 

FOR row = 1 to L 

FOR col = 1 to L 

PLOT POINTS: col - 0.5,row - 0.5 

NEXT col 

NEXT row 

END SUB 

SUB configuration (#1,#2, #3, #4,L,b,r(,)) 

DIM (16, 16), $1( 8, 8), s2( 4, 4), s3( 2, 2) 

DO while p <=1 

WINDOW #1 

SET cursor 1,1 

PRINT “L ="; L; 

SET cursor 1,14 

PRINT " " | стирание предыдущего значения р 

SET cursor 1,10 | 

INPUT prompt "р = ": р 
FOR row = 1 to L 

FOR col = 1 to L 

IF r(col,row) < р and s(col,row) <> 1 then 

CALL occupy( #1, col, row) 

LET s(col,row) = 1 

END IF 

NEXT col 

NEXT row
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CALL block( #2,L/b, $, s1) 

CALL block(#3,L/(b*b), $1, $2) 

CALL block( #4,L/( b*b*b), $2, $3) 

LOOP 

END SUB 

SUB block (#1,L,w(,),wr(,)) 

WINDOW #1 

FOR row = 1 to L 

LET у = 2*row - 1 

FOR col = 1 to L 

LET x = 2*col - 1 

| при вертикальном связывании ренормированная ячейка занимается 

IF м(х,у)жм(х,у + 1) = 1 then LET wr(col,row) = 1 

IF w(x + 1,y)*w(x + Ту + 1) = 1 then LET wr(col,row) = 1 

IF wr(col,row) = 1 then CALL оссиру(*1, col, row) 

NEXT col 

NEXT row 

SET cursor 1,1 

PRINT “L’ ="; L; 

END SUB 

SUB occupy (#1,col, row) 

LET x = 0.5 

LET d = 0.4 

BOX AREA со! - x - d, col - + d, row - - d, row -x +d 

END SUB 

ЗАДАЧА 12.8. Наглядная ренорм-группа 

Воспользуйтесь программой rg с L = 32 и 6 = 2 и оцените величину 

порога перколяции. Например, покажите, что для небольших значе- 

ний р, например р * 0.4, ренормированная решетка обычно преобра- 

зуется в несоединяющий кластер. Что произойдет в случае больших 

р, например р * 0.8? Как можно использовать свойства ренормиро- 

ванных решеток для вычисления р? 

Хотя визуальное выполнение метода ренорм-группы позволяет нам 

грубо оценить р, OHO не дает возможности оценить критические пока- 

затели. В дальнейшем мы проведем анализ, основанный на методе ре-
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норм-группы, который позволит нам получить р, и критический показа- 

тель и, связанный с длиной связности. Этот анализ близко следует 

методу, предложенному Рейнольдсом и др. (см. список литературы). 

Реализация метода ренорм-группы распадается на две части: усред- 

нение по всем основным переменным и точное определение параметров, 

определяющих ренормированную конфигурацию. Мы применим такое же ус- 

реднение, как и ранее, т.е. сгруппируем 54 ячеек внутри блока раз- 

мером 6 и заменим эту клетку единственной, которая изображается или 

нет в зависимости от того связывали или нет исходные ячейки эту 

клетку. Второй шаг заключается в определении параметров, которые 

характеризуют новую конфигурацию после усреднения. Мы допустим, что 

каждая клетка независима от остальных и характеризуется только зна- 

чением p’ — вероятностью того, что клетка занята. Поскольку преоб- 

разование ренормализации, связывающее между собой р’ и р, должно 

отражать тот факт, что основным свойством перколяции является связ- 

ность, т.е. наличие соединяющего пути; мы считаем клетку занятой, 

если она содержит множество ячеек, которые «пересекают» эту клетку. 

Следовательно, если ячейки занимаются с вероятностью р, то клетки 

занимаются с вероятностью р’, где р’ определяется рекурсивным соот- 

ношением или преобразованием перенормировки вида 

р’ = R(p). (12.14) 

Функция Ю(р)—полная вероятность того, что ячейки образуют соединя- 

ющий путь. Приведем пример, проясняющий формальную запись (12.14). 

На рис. 12.13 показаны семь соединяющих конфигураций для случая 

клетки с 6 = 2. Вероятность р’ того, что ренормированная ячейка бу- 

дет занятой, равна сумме вероятностей всех возможных вариантов: 

р’ = R(p) = р" + 4p(1 - р) + 27 - p)?. (12.15) 

Puc. 12,13. Семь (вертикально) соединяющих конфигураций для клетки 
сев = 2.
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Заметим, что вообще вероятность занятия ренормированных ячеек р’ 01 

личается от вероятности занятия исходных ячеек р. Например, предпо- 

ложим, что начинаем со значения р = р} = 0.5. После выполнения од: 

ного преобразования ренормализации значение р, получаемое по форму- 

ле (12.15), равно р, = R(p,=0.5) = 0.44. Если выполнить второе 
преобразование получим ро = R(p,) = 0.35. Нетрудно сделать вывод, 

что дальнейшее применение преобразования будет приближать систему к 

неподвижной точке р = 0. Точно так же, начиная с р = 0.7, после по- 

следовательного применения преобразований попадем в неподвижную 

точку р =1. Для нахождения нетривиальных устойчивых точек, соот- 

ветствующих критическому порогу р, нам необходимо найти конкретное 

значение р такое, что 

p = Е(р”). (12.16) 

Из рекурсивного соотношения (12.15) мы найдем, что ‘решение уравне- 

ния четвертой степени относительно р’ имеет два тривиальных значе: 

ния неподвижных точек р” = 0 и р" = 1 и нетривиальную неподвижную 

точку р’ = 0.61804, которую мы свяжем с Pp. Это вычисленное значе- 

ние p для случая с 6 = 2 нужно сравнить с наилучшей известной 

оценкой р, = 0.5927. 

Для вычисления критического показателя V с помощью преобразова- 

ния перенормировки мы повторим, что на ренормированной решетке все 

длины уменьшаются в 6 раз по сравнению с длинами исходной решетки. 

Следовательно, длина связности преобразуется в соответствии с 

& = &/6. (12.17) 

Поскольку &(р) = const lp- pl” для p~ p, и р, соответствует р", 

мы имеем 

Ip’ - P|? = 6 '1p- р". (12.18) 

Для нахождения связи между р’и р вблизи р. разложим ренормализаци- 

онное преобразование (12.14) в ряд вблизи р’ и получим в первом по- 

рядке 

р’- p = Кр") * A(p- p’) (12.19) 

где
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л = 44| (12.20) 
ар p=p* 

Необходимо проделать несложные алгебраические выкладки для получе- 

ния явного выражения для №. Возведем сначала (12.19) в степень -v и 

запишем 

р-р = AP Ip wl”. (12.21) 

Затем сравним (12.21) и (12.18) и получим 

b' =r. (12.22) 

Наконец, прологарифмируем обе части (12.22) и получим требуемое со- 

отношение для критического показателя п: 

log 6 
v= . (12.23) 

log A 

В качестве примера вычислим A для 6 = 2, записав (12.15) в виде 

R(p) = -р?+2р?. Производная К(р) по р дает Л = 4р (1 - р”) = 1.5279 при 

p= p = 0.61804. Затем используем соотношение (12.23) и получим 

р = log 2/log 1.5279 = 1.635... . (12.24) 

Сравнение (12.24) с точным значением № = 4/3 для двумерного случая 

показывает удивительное соответствие для таких простых вычислений. 

Какое заключение мы могли бы сделать, если бы измеряли непосредст- 

венно &(р) на решетке 2х2? Наши вычисления неконтролируемы, по- 

скольку мы не имеем а priori оценок точности наших вычислений. В 

чем заключается суть наших приближений? Нашим основным предположе- 

нием была независимость занятия каждой ячейки от состояния других. 

Это предположение верно для исходной ячейки, но после ренормализа- 

ции мы теряем некоторые исходные соединяющие пути и приобретаем со- 

единяющие пути, отсутствующие в исходной решетке. Пример такой «по- 

граничной» проблемы приведен на рис. 12.14. Поскольку такой поверх- 

ностный эффект становится менее вероятным с увеличением размера 

клеток, один из способов улучшения вычислений методом ренорм-группы 

заключается в рассмотрении больших клеток. Мы рассматриваем вычис- 

ления для 6 = 3 в задаче 12.9.
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Узлы Ячейки 

Рис. 12.14. Пример проблемы границ между клетками. Эти две клетки 
не связаны между собой в исходной конфигурации на ячеечном уровне, 
но связаны на клеточном. 

ЗАДАЧА 12.9. Пространственный метод ренорм-группы для малых клеток 

а. Получите соединяющую конфигурацию для 6 = 2-связанной клетки, 

предположив, что клетка связывается, если соединяющий путь су- 

ществует для вертикального или горизонтального направления. По- 

лучите рекурсивную зависимость и решите ее для нахождения непо- 

движной точки значения р’. Простейшим способом решения (12.16) 

является метод проб и ошибок. Другой метод заключается в пост- 

роении функции R(p)—p и нахождении значения р, при котором эта 

функция пересекает горизонтальную ось. Как соотносятся значения 

p 4 V со значениями, полученными при использовании правила вер- 

тикального протекания? 

6. Переберите возможные соединяющие конфигурации для клетки раз- 

мером 3х3, вычислите вероятность каждой конфигурации и получи- 

те преобразование перенормировки R(p). Предположите, что клетка 

занимается, если кластер пересекает клетку вертикально и если 

кластер пересекает клетку и вертикально, и горизонтально. Затем 

решите рекурсивное соотношение (12.16) для р”. Если значение р" 

известно, то наклон А и показатель и можно вычислить аналитичес- 

ки. Вычислите p(b = 3) и v(b = 3) для этих двух правил связыва- 

ния. Близки ли ваши значения р. и р к известным результатам для 

случая В = 2? 

Возможно улучшить значения р.(5) и (р) перебором соединяющих 

кластеров для достаточно больших значений 6. Однако, поскольку име- 

ется 2° возможных конфигураций для клетки размером 6 x 6, число 

которых быстро растет с увеличением 6, полный перебор невыполним 

для 6 > 5, и мы должны использовать методы Монте-Карло. Два связан- 

ных между собой метода Монте-Карло обсуждаются в задаче 12.10.



Задача о перколяции 135 

“ЗАДАЧА 12.10. Метод Монте-Карло для ренорм-группы 

а. Один из способов улучшения оценки R(p), полной вероятности 

всех соединяющих кластеров, можно понять, записывая К(р) в виде 

М 

Re) =) [nena ^ sin), (12.25) 
n= | 

roe N = 5? Биномиальный коэффициент [7 | представляет собой чис- 

ло возможных конфигураций п занятых ячеек и (№-п) пустых. Be- 

личина 5(п) представляет собой вероятность того, что конфигура- 

ция C Mm занятыми ячейками протекает через клетку. Сравнение 

(12.15) и (12.25) показывает, что для В = 2 и вертикального про- 

текания S(1) =0, S(2) = 2/6, S(3) =1 и S(4) =1. Чему равны 

значения S(n) для 6 = 3? 

Поскольку S(n)—BepOATHOCTb, мы можем оценить ее простыми мето- 

дами Монте-Карло. Простейший способ провести выборочное испыта- 

ние 3(п) заключается в добавлении частицы произвольным образом в 

незанятый узел и проверке, существует ли соединяющий путь. Если 

соединяющий путь существует после добавления 5 частиц, то 

S(n) = 5(п) +1 для п>=5$ и начинается новое испытание. После 

приемлемого числа испытаний значения S(m) можно нормировать. Ко- 

нечно, эту процедуру можно сделать более эффективной, проверяя 

соединяющий кластер только после добавления полного числа частиц 

вблизи $ ~ р"”М и проверяя соединяющий кластер после добавления 

нескольких частиц. 

Напишите программу выборочного испытания S(n) методом Монте-Кар- 

ло. Запомните положения незанятых узлов в массиве. Для контроля 

вашей программы сначала произведите выборку S(n) для 6b =2 и 

6 = 3, сравните свои результаты с точными для S(n). Рассмотрите 

большие значения 6 и вычислите S(n) для значений 6 = 5, 8, 16 и 

32. Для значений 6 = 16 функцию Кр) можно найти, используя 

(12.25) и гауссову аппроксимацию 

Pp) = [п] "4 "(п = (21Мрч) хр (-(n-pN)?/2Npq). — (12.26) 

Поскольку P (Pp) имеет резкий пик для больших значений 6, необхо-
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димо проводить выборку S(n) только вблизи п = p N. 

6. Заметим, что в п. «а» варьировалось число частиц, а не веро- 

ятность занятия ячейки р. Эквивалентная процедура метода Монте- 

Карло заключается в варьировании р и производстве выборки 

Ер)ар— вероятности появления первого соединяющего кластера в 

клетке размерами 6 x Ь в диапазоне от р до р+ар. Поскольку ре- 

норм-групповое преобразование определяет р’ как полную вероят- 

ность соединения при значении р, величину р’ можно интерпретиро- 

вать как интегральную функцию распределения, а значит, она свя- 

зана с Р(р) соотношением 

р 

р’ = Вбр) = | F(p)dp. (12.27) 
0 

Выборка F(p) для конечной длины dp подразумевает, что интеграл в 

выражении (12.27) переходит в конечную сумму. — Поскольку 

A = dR(p=p')/dp, мы имеем A = F(p"). Простейший способ вычис- 
лить А заключается в том, чтобы положить А = F(D wax) где Puax — 

значение р, при котором F(p) достигает максимума. Как COOTHOCAT- 

ся между собой величины р и р...’ Вычислите p (6) и v(b) для 

значений 6 = 5, 8, 16 и 32. Как соотносятся эти результаты с те- 

ми, которые получены в п. «а»? В каком из методов ошибки оценок 

величин р, HV меньше? 

в. Представляется возможным проэкстраполировать значения p (5) и 

v(b) при 6—>. Воспользуйтесь асимптотическими соотношениями 

pb)! * vo! - ¢/Inb (12.28a) 

p»(b) = р, - Cb” (12.286) 

для оценки экстраполированных значений DvD и p Заметим, что He- 

обходимо рассмотреть клетки размером порядка 6 я 500 и провести 

более тонкое исследование V(b) и p(b) для получения результа- 

тов, отвечающих точному значению V = 4/3 и наилучшей известной 

оценке р, = 0.5927.
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ФРАКТАЛЫ, 
МОДЕЛИ КИНЕТИЧЕСКОГО РОСТА 

И КЛЕТОЧНЫЕ АВТОМАТЫ 

В этой главе мы знакомимся с понятием фрактальной размерности и 0о0б- 

суждаем модели перколяции и кинетического роста. Рассматриваются 

также некоторые модели клеточных автоматов.
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13.1. ФРАКТАЛЬНАЯ РАЗМЕРНОСТЬ 

Одним из наиболее интересных геометрических свойств объектов явля- 

ется их форма. В качестве примера на рис. 13.1 показан перколяцион- 

ный кластер, полученный для значения, равного пороговому. Хотя опи- 

сание соединяющего кластера, основанное на зрительном восприятии, 

субъективно, о таких кластерах говорят как о разветвленных, воздуш- 

ных, разреженных и волокнистых. В противоположность этому перколя- 

ционный кластер никак нельзя охарактеризовать как плотный или за- 

полненный. 

В последние годы Мандельбротом и другими авторами (см. список 

литературы) для описания таких разветвленных объектов была разрабо- 

тана новая фрактальная геометрия. В качестве количественной меры 

структурности этих объектов выступает фрактальная размерность 4, 

Для определения а, вспомним сначала некоторые простые понятия обыч- 

ной евклидовой геометрии. Рассмотрим круговой или сферический объ- 

ект массой М и радиусом Ю. Объект может либо быть сплошным (одно- 

родная плотность), либо состоять из полостей, но в любом случае мы 

предположим, что его плотность не зависит от размера (рис. 13.2). 

Следовательно, при увеличении радиуса объекта от R до 2R, его масса 

увеличивается в R? раз, если объект круговой, или в ЮЗ раз, если он 

сферический. Эту связь массы и длины можно записать в виде 

Рис. 13.1. Пример перколяционного кластера, полученного для значе- 
ния р = 0.5927 на квадратной решетке размером Г = 60. Занятые узлы, 
не входящие в соединяющий кластер, показаны точками; незанятые узлы 
не изображаются.
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Рис. 13.2. Число «точек» на единицу площади в каждом круге одинако- 
во. Как зависит полное число точек (масса) от радиуса круга? 

M(R) ~ 84, (13.1) 

где d—pa3MepHocTb пространства. Объект, у которого масса и размер 

связаны соотношением (13.1), называется «компактным». Данное соот- 

ношение означает, что если линейный размер компактного объекта уве- 

личивается в К раз при неизменной форме, то его масса увеличивается 

в 4 раз. Это масштабное соотношение масса —размер тесно связано с 

интуитивным представлением о размерности, а также является полезным 

обобщением на размерности больше трех. Заметим, что если масса М и 

размер Ю удовлетворяют соотношению (13.1), то масштабное соотноше- 

ние для плотности р = М/ВЧ имеет вид 

р = К. (13.2) 

Связь между массой объекта и его характерным размером Ю можно 

определить в более общем виде, чем в формуле (13.1). Одна из форму- 

лировок определения фрактальной размерности основана на соотношении 

а 

MR) ~ Rf. (13.3) 

Мы называем объект «фрактальным», если OH удовлетворяет соотношению 

(13.3) со значением а, меньшим, чем пространственная размерность 4. 

Заметим, что если для объекта выполняется соотношение (13.3), то 

его плотность не будет одинаковой для всех значений А, а масштаби- 

руется следующим образом: 

а-а 

р(Ю) ~ МИА > ВР. (13.4) 

Поскольку 4, ‹ 4, то плотность фрактального объекта уменьшается с 

увеличением размера. Данная масштабная зависимость плотности служит
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количественной мерой представления о фракталах, как о разреженных 

или ветвистых объектах. Другой метод описания фрактального объекта 

основан на предположении, что он содержит пустоты всех размеров. 

Перколяционный кластер, показанный на рис. 13.1, является приме- 

ром случайного, или статистического фрактала, поскольку для него 

соотношение масса—размер (13.1) выполняется только «в среднем», 

например при усреднении соотношения М(К) по многим кластерам и раз- 

личным начальным точкам в кластере. Во всех реальных физических 

системах соотношение (13.3) выполняется не для любых масштабов дли- 

ны, а ограничивается верхним и нижним пределами. Например, нижний 

предел длины обусловливается тем или иным микроскопическим расстоя- 

нием, таким как период решетки или среднее расстояние между состав- 

ными частями объекта. В численном моделировании верхний предел дли- 

ны обычно определяется конечным размером системы. Наличие указанных 

пределов усложняет вычисление фрактальной размерности. 

В задаче 13.1 вычисляется фрактальная размерность перколяционных 

кластеров с помощью простых методов Монте-Карло. Вычисление а, ме- 

тодом ренорм-группы рассматривается в задаче 13.2. Учтите, что для 

получения убедительного доказательства существования степенной за- 

висимости между М и Юи для вычисления с приемлемой точностью зна- 

чения показателя степени требуется повысить точность данных на не- 

сколько десятичных знаков. Таким образом, выводы, основанные на та- 

ком конечном моделировании, излагаемые в этих задачах, должны ин- 

терпретироваться очень осторожно. 

ЗАДАЧА 13.1. Фрактальная размерность перколяционных кластеров 

а. Сгенерируйте перколяционную конфигурацию для р = 0.5927 —наи- 

лучшей оценки порога перколяции на квадратной решетке. Рассмот- 

рите свойства соединяющего кластера на решетке размером 61х 61. 

Почему может потребоваться генерирование нескольких конфигура- 

ций, прежде чем получится соединяющий кластер? Сначала прочувст- 

вуйте разреженную структуру соединяющего кластера, изображая ко- 

ординаты занятых узлов в соединяющем кластере, как показано на 

рис. 13.1. Много ли у перколяционного кластера висящих обрывков? 

6. Выберите точку в этом кластере и подсчитайте число точек в 

соединяющем кластере M(b) внутри квадрата площадью Ь? с центром 

в этой точке. Затем удвойте 6 и подсчитайте число точек, попав- 

ших внутрь такого квадрата. Повторяйте эту процедуру до тех пор,
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пока не сумеете оценить зависимость числа точек от 6. Можно ли 

продолжать эту процедуру бесконечно? Используя зависимость М(Б}, 

оцените величину а, в соответствии с определением (13.3). Выбе- 

рите другую точку в соединяющем кластере и повторите эту проце- 

дуру. Получите ли вы аналогичные результаты? Лучшую оценку а, 

можно получить, проведя усреднение по нескольким начальным точ- 

кам в каждом кластере и по многим соединяющим кластерам. 

в. Если вы еще не решили задачу 12.7в, то вычислите Ч, опреде- 

maa средний размер (массу) М соединяющего кластера при p = Pp, 

как функцию размера решетки [. Рассмотрите случаи L = 10, 20, 40 

и 60 и оцените a, используя график зависимости М от L, постро- 

енный в двойном логарифмическом масштабе. 

“г. Сгенерируйте перколяционную конфигурацию для р = 0.8 на ре 

шетке размером 61x 61. Будет ли соединяющий кластер фракталом? 

ЗАДАЧА 13.2. Ренорм-групповое вычисление фрактальной размерности 

Вычислите ‹5*>, среднеквадратичное число занятых узлов в соеди- 

няющем кластере при р = р, и величину ‹5' 2, среднеквадратичное 

число занятых узлов в соединяющем кластере на ренормированной 
2d 2d 

решетке с L’ = L/b. Поскольку > ~R Eon <5' м (R75) Г, 

можно получить а, из соотношения pt = <s*>/<s’*>. Положите 

масштабный множитель равным 6 = 2 и позаимствуйте TOT же метод 

блокировки, который применялся в разд. 12.5. Для получения ка- 

чественных результатов для L = 16 и р = 0.5927 достаточно прово- 

дить усреднение по десяти соединяющим кластерам. 

В задачах 13.1 и 13.2 мы рассмотрели свойства только соединяющих 

кластеров, хотя алгоритм предназначен для генерирования перколяци- 

онных конфигураций, содержащих кластеры всех размеров. Существует 

более эффективный способ генерирования обособленных перколяционных 

кластеров, предложенный независимо Хаммерсли, Лисом и Александрови- 

цем. Их алгоритм «роста» состоит из следующих шагов (рис. 13.3). 

1. Занимается одна затравочная ячейка решетки. Четыре соседних (на 

квадратной решетке) ячейки образуют периметр затравочной ячейки. 

2. Выбирается случайным образом ячейка периметра и генерируется 

случайное число г. Если г < р, то ячейка занимается, в против-
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Рис. 13.3. Пример «роста» перколяционного кластера. Ячейки занима- 
ются с вероятностью р = 0.6 и остаются пустыми с вероятностью 
1-р. Затравочная ячейка закрашена черным цветом, периметр обозна- 
чен буквой р, а проверенные пустые ячейки —буквой x. Для каждого 
шага роста приведено число ячеек nstep, расположенных по периметру. 

ном случае она остается свободной. Чтобы ячейки были свободными 

с вероятностью 1-р, данная ячейка больше не проверяется. 

3. Если ячейка занята, то определяется, нет ли новых ячеек пери- 

метра, т.е. непроверенных соседних ячеек. Эта процедура продол- 

жается до тех пор, пока не получится («не вырастет») кластер 

требуемого размера, или пока не останется непроверенных ячеек. 

В программе single_claster реализован алгоритм роста и вычисля- 

ется число занятых ячеек в радиусе г от затравочной частицы. Затра- 

вочная ячейка находится в начале координат, при этом решетка зани- 

мает положение от -L до L. В двух одномерных массивах хранятся ко- 

ординаты х и у ячеек периметра. 

PROGRAM single_cluster 

| кластер генерируется по алгоритму Хаммерсли-Лиса-Александровица 

DIM num( 1000) 

CALL parameter(L, p) 

CALL grow(L, num, p) 

CALL mass_plot( num, L) 

END 

SUB parameter (L, p) 

INPUT prompt "значение L = ": L | решетка (2L+1) x (2L+1) 

INPUT prompt "вероятность ‘занятия ячейки = ": р 

END SUB
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SUB grow (Ё, пит( ), р) | генерирование одного перколяционного кластера 

DIM регх( 5000), pery( 5000), site(-50 to 50,-50 to 59) 

DIM nx(4),ny(4) ! координаты ближайших соседей вновь занятой ячейки 

DATA 1,0, -1,0,0,1, 0, -1 

LET site(0,0) = 1 | затравочная ячейка в начале координат 

FOR i = 1 to 4 

READ perx(i), pery(i) | координаты периметра затравочной ячейки 

LET nx(i) = perx(i) | направление роста для ячеек периметра 

LET ny(i) = pery(i) 
NEXT i 

LET nper = 4 | начальное число ячеек периметра 

DO 

LET iper = int(rnd*nper + 1) | случайный выбор ячейки периметра 

LET x = perx(iper) | координаты ячейки периметра 

LET у = pery(iper) 

IF rnd < р then | ячейка занимается 

LET site(x,y) = 1 

LET г = sqr(x*x + уж) | расстояние от начала координат 

LET num(r) = num(r) + 1 | число ячеек на расстоянии г 

LET n=n +1 | число занятых ячеек 

LET perx(iper) = регх( прег) | вновь занятая ячейка периметра 

LET pery(iper) = pery(nper) ! заменяется последней из списка 

LET прег = прег - 1 

FOR iz = 1 to 4 | нахождение новых ячеек периметра 

LET xnew = x + nx(iz) 

LET ynew = y + ny(iz) 

IF site(xnew, ynew) = О and abs(xnew) <= L and abs(ynew) <= L then 

LET nper = nper + 1 

LET perx(nper) = xnew 

LET pery(nper) = ynew 

END IF 

NEXT iz 

ELSE | ячейка проверяется, но не занимается 

LET site(x,y) = -1 

LET perx(iper) = perx(nper) 

LET pery(iper) = pery(nper) 

LET nper = nper - 1 

END IF 

LOOP until прег < 1 | до проверки всех ячеек периметра на решетке 

END SUB
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SUB mass_plot(num(),L) | график функции In М от In R 

LET ymax = 1 + int(log( 4*L*L)) ! задание логарифмических осей 

LET xmax = 1 + int(log(L)) 

SET WINDOW -1,xmax + 1,-1,ymax + 1 

PLOT LINES: 0, ymax; 0,0;xmax,0 

PLOT TEXT, at 1,ymax: "График функции log М от log К” 

FOR x = 1 to xmax | нанесение делений 

PLOT LINES: x,0; x,0.02*log(L) 

NEXT x 

FOR y = 1 to ymax 

PLOT LINES: 0,y; 0.01*log(L),y 

NEXT y 

LET numtot = 0 

FOR r=1 to L 

IF num(r) = О then EXIT SUB 

LET numtot = numtot + num(r) 

LET InR = log(r) 

LET ММ = log(numftoft) 

BOX AREA InR - 0.02,InR + 0.02,InM - 0.04,InM + 0.04 

NEXT r 

END SUB 

В задаче 13.3 мы пользуемся алгоритмом роста для генерирования 

обособленных перколяционных кластеров. Фрактальная размерность оп- 

ределяется путем подсчета в кластере числа ячеек М, находящихся в 

радиусе г от затравочной частицы. Типичный график зависимости |п М 

n
M
 

HAKAOH = 1.85 40,10 

ПР 

Рис. 13.4. График зависимости InM от шг для  перколяционного 
кластера, сгенерированного при р = 0.5927 на решетке размером 
61 х 61. Прямая проведена по данным вручную. Наклон этой прямой яв- 
ляется оценкой фрактальной размерности. График получен с помощью 
программы Single cluster. Точное значение фрактальной размерности 
для перколяционного кластера составляет 4, = 91/48 * 1.896. 

|
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от Inr показан на рис. 13.4. Обратите внимание на кривизну в об- 

ласти больших и малых г. Поскольку правильность соотношения (13.3) 

при малых г и r ~ L не предполагается, то следует придать промежу- 

точным значениям г больший вес. Для получения грубого значения а, 

достаточно оценки на глаз. 

ЗАДАЧА 13.3. Рост обособленного кластера и фрактальная размерность 

а. Воспользуйтесь программой single_cluster, в которой реализо- 

ван алгоритм роста обособленных кластеров на решетке размером 

(2. +1) х (2+1). Рассмотрите «соединяющий» кластер, который 

является одним из тех, масса которых больше, чем заданная мини- 

мальная, или принадлежит множеству кластеров, соединяющих между 

собой верхний и нижний ряды решетки. Можно ли «вырастить» соеди- 

няющий кластер для значения р = 0.4 или процесс роста обычно за- 

канчивается после занятия нескольких ячеек? 

6. Положите р = 0.5927 и L = 30, растите кластер до Tex пор, по- 

ка не останется непроверенных ячеек, и постройте несколько кар- 

тинок соединяющих кластеров. Заметим, что некоторые ваши попытки 

закончатся неудачей и вы не получите соединяющего кластера. Оп- 

ределите число занятых ячеек М(г) в радиусе г OT затравочной 

ячейки. (Точнее говоря, расстояние г должно измеряться от центра 

масс кластера.) Получите М для нескольких значений г и усредните 

M(r) по крайней мере по десяти соединяющим кластерам. Оцените 4 

из графика зависимости М от г, построенного в двойном логарифми- 

ческом масштабе (рис. 13.4). Если позволит время, TO сгенерируй- 

те перколяционные кластеры на решетках большего размера. 

в. Сгенерируйте кластеры для значения р = 0.65, которое несколь- 

ко превышает р. Постройте график функции М(г) в двойном лога- 

рифмическом масштабе. Равен ли приблизительно наклон этого гра- 

фика значению 4, полученному в п. «б»? Увеличивается или умень- 

шается наклон графика с ростом г? Повторите расчет для значения 

р = 0.80. Является ли соединяющий кластер фракталом при р > p? 

г. Фрактальная размерность перколяционных кластеров не является 

независимым показателем, а удовлетворяет масштабному закону 

d,= а- B/v (13.5)
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(значения В и в были приведены в табл. 12.1). Соотношение (13.5) 

можно вывести, привлекая аппарат конечномерного масштабирования. 

Изложим кратко доказательство. Число ячеек в соединяющем класте- 

ре на решетке размером L определяется выражением 

M(L) ~ P,(L)L%, (13.6) 

где P,—BepOATHOCTb того, что занятая ячейка принадлежит соеди- 

няющему кластеру, и величина [4 пропорциональна полному числу 

ячеек решетки. Нам известно, что в предельном случае бесконечной 

решетки и значений р в ‘окрестности р. величины Р(р) ~ (р-р 

и &(р)- (р-р) ” независимо от значения [. Для [ ^ & можно 

воспользоваться конечномерным масштабированием и найти, что 

PAL) ~ p-Bv [см. (12.12)], так что в результате имеем 

а 

ML) ~ [8714 1! (13.7) 

Отсюда следует соотношение (13.5). Используя точные значениями В 

и | из табл. 12.1 и найдите точное значение а, для 4 = 2. Согла- 

суется ли ваша оценка 4 с этим значением? 

“д. Оцените фрактальную размерность перколяционных кластеров на 

простой кубической решетке. (Положите р, = 0.3117.) 

Фракталы применяются для описания нерегулярных форм в таких раз- 

личных системах, как турбулентность, береговые линии, горные цепи и 

облака. Обсуждение фрактальной геометрии, содержащее множество пре- 

красных иллюстраций фракталов, полученных на компьютере, можно най- 

ти в книге Мандельброта (см. список литературы). 

13.2. РЕГУЛЯРНЫЕ ФРАКТАЛЫ И САМОПОДОБИЕ 

Смысл выражения (13.3) состоит в том, что фрактальные объекты само- 

подобны, т.е. они выглядят одинаково в любом пространственном масш- 

табе. Как будет выглядеть часть перколяционного кластера, изобра- 

женного на рис. 13.1, если смотреть на него через лупу? Для уясне- 

ния сущности самоподобия рассмотрим пример регулярного фрактала, 

или объекта, который самоподобен при всех масштабах длины. Начнем с
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Рис. 13.5. Три стадии (а)—(в) формирования самоподобной кривой Ко- 
xa. На каждой стадии замена средней трети каждого сегмента произво- 
дится в направлении, которое увеличивает площадь под кривой. Эти 
кривые сформированы с помощью программы Koch. 

отрезка единичной длины (рис. 13.5, а). Предположим, что удаляется 

средний кусок этого отрезка длиной ; и заменяется Ha два отрезка 

длиной 1 каждый так, что на кривой появляется треугольный горб и 

общая длина кривой становится равной 7 (puc. 13.5,6). Ha следующем 

шаге каждый сегмент длиной 3 делится на три части длиной g И проце 

дура повторяется (рис. 13.5,в). Какова длина кривой, изображенной 

на рис. 13.5, в? 

Представим себе, что показанные на рис. 13.5 три стадии построе- 

ния могут быть повторены бесконечное число раз, и получается кривая 

бесконечной длины, состоящей из бесконечного числа бесконечно малых 

сегментов. Такая кривая называется треугольной кривой Коха. Ниже 

приводится программа на языке True Basic, в которой используется 

рекурсивная процедура рисования такой кривой. 

PROGRAM Koch 

| генерирование треугольной кривой Коха с помощью рекурсии 

CALL initial (х1, У1, х2, у2, п) 

DO | рисование кривой Коха для разного числа итераций 

LET k = 0 

CALL draw (x1,y1,x2,y2,n) 

DO | пауза до нажатия любой клавиши 

GET KEY К 

LOOP UNTIL k <> 0 

LET n= n + 1 | номер шага построения 

CLEAR 

LOOP 

END
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SUB initial (x1, y1, x2, y2,n) 

LET n = 0 

LET x1 = 0 |! координаты левого конца отрезка 

LET yi = 0 

LET x2 = 10 | координаты правого конца отрезка 

LET у2 = 0 

SET window х1-1,х2 + 1,-1,7 | произвольные единицы 

END SUB 

SUB draw (x1, y1,x2,y2,n) 

IF п > О then 

LET dx = (x2 - x1)/3 

LET dy = (y2 - \1)/3 

LET xin = xi + dx 

LET yin = yi + dy 

LET x2n = x1 + 2*dx 

LET y2n = y1 + 2*dy 

| поворот сегмента (dx, dy) на 60 градусов и присоединение к (xin,yin) 

LET xmid = dx*.5 - dy*.866 + xin 

LET ymid = dy*.5 + dx*.866 + yin 

CALL draw( x1, y1,x1n, yin, n-1) 

CALL draw(xin, yin, xmid, ymid, n-1) 

CALL draw(xmid, ymid, x2n, y2n, n-1) 

CALL draw( x2n, y2n, x2, у2, п-1) 

ELSE 

PLOT LINES: x1, y1;x2,y2 

END IF 

END SUB 

Обратите внимание Ha TO, что подпрограмма draw вызывает сама себя. 

С помощью программы Koch получите кривые, показанные на рис. 13.5. 

Полезно обсудить фрактальную размерность на примере регулярных 

фракталов. Рассмотрим сначала отрезок единичной длины, который раз- 

бит на N равных кусков длиной 6, так что М = 1/2 (рис. 13.6). По 

мере уменьшения # значение М№ растет линейно, что и следовало ожи- 

дать для одномерной кривой. Аналогично, если мы разделим квадрат 

единичной площади на N равных квадратиков со стороной 2, то получим 

№ = 1/Ё — ожидаемый для двумерного объекта результат (рис. 13.6). 

Можно утверждать, что в общем случае М = 1/04, где d—pa3MepHoctTh 

объекта. Следовательно, логарифмируя обе части этого равенства,



Фракталы, модели кинетического роста и клеточные автоматы 151 

8-2 

Рис. 13.6. Примеры одномерного и двумерного объектов. 

можно выразить размерность в виде 

4 = log N/log (1/2). (13.8) 

Теперь применим эти соображения к кривой Коха. Мы нашли, что при 

каждом уменьшении длины # нашей единицы измерения в три раза число 

сегментов увеличивается в четыре раза. Таким образом, имеем № = 4 и 

$ = i и фрактальная размерность треугольной кривой Коха равна 

а, = log 4/log3 я 1.2619. (13.9) 

Следовательно, о кривой Коха можно сказать, что она уже не одномер- 

Ha, но еще H He двумерна. Соответствует ли это утверждение зритель- 

ному впечатлению о характере заполнения пространства треугольной 

кривой Коха? 

ЗАДАЧА 13.4. Генерирование регулярных фракталов и их фрактальная 

размерность. 

а. Концепция рекурсивного программирования, проиллюстрированная 

в программе Koch, является, вероятно, одной из самых трудных, с 

которыми вам доведется столкнуться. Опишите структуру программы 

Koch и объясните характер рекурсии. 
7 

6. Регулярные фракталы можно получать из шаблона, который удает- 

ся использовать самоповторяющимся образом. Напишите программу 

построения квадратной кривой Коха, изображенной на рис. 13.7, а. 

Чему равна фрактальная размерность этого объекта? 

в. Чему равна фрактальная размерность прокладки Серпинского, по- 

казанной на рис. 13.7,6б? Напишите программу, которая сформирует
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Рис. 13.7. а—Несколько первых итераций квадратной кривой Коха, 
б—несколько первых итераций прокладки Серпинского; в—несколько 
первых итераций ковра Серпинского. 

несколько следующих итераций для такого объекта. 

г. Чему равна фрактальная размерность ковра Серпинского, пока- 

занного на рис. 13.7,62 Как соотносятся фрактальные размерности 

ковра Серпинского и перколяционного кластера? Похожи ли внешне 

эти два фрактальных объекта? 

13.3. ПРОЦЕССЫ РОСТА ФРАКТАЛОВ 

Мы уже упомянули, что многие системы, встречающиеся в природе, име- 

ют фрактальную структуру. Почему фрактальные структуры встречаются 

так часто? Как образуются фрактальные структуры? Ниже мы рассмотрим 

некоторые простые модели, обнаруживающие структуры, которые можно 

описать на языке фрактальной геометрии и которые проявляют удиви- 

тельное сходство с объектами, встречающимися в природе. 

Модель Эдена. Простую модель роста предложил Эден в 1961г. для 

моделирования развития клеточных колоний. Хотя мы установим, что 

результирующий кластер является компактным, описание алгоритма рос- 

та Эдена иллюстрирует суть моделей роста фракталов, которые мы бу- 

дем обсуждать в дальнейшем.
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Рис. 13.8. Пример роста кластера на квадратной решетке в соответст- 
вии с моделью Эдена. Числа в ячейках обозначают порядок, в котором 
эти ячейки занимались, а ячейки периметра обозначены буквой р. 

Поместим начальную («затравочную») ячейку в центр решетки. Бли- 

жайшие к занятым ячейкам свободные соседи образуют их периметр. В 

простейшей версии модели случайным образом выбирается ячейка пери- 

метра и занимается. Вновь занятая ячейка удаляется из списка ячеек 

периметра и в список добавляются новые ячейки периметра. Данный 

процесс роста повторяется много раз до тех пор, пока не образуется 

большой кластер, состоящий из занятых ячеек (рис. 13.8). Кластеры 

Эдена исследуются в задаче 13.5. 

ЗАДАЧА 13.5. Моделирование методом Монте-Карло кластеров Эдена 

Модифицируйте программу single cluster так, чтобы кластеры гене- 

рировались на квадратной решетке в соответствии с моделью Эдена. 

Простейшая модификация заключается в занятии ячеек периметра с 

вероятностью р = 1.0 до тех пор, пока кластер не достигнет края 

решетки. Что произойдет, если мы продолжим занятие ячеек пери- 

метра до бесконечности? Воспользуйтесь процедурой из задачи 13.3 

и вычислите число занятых ячеек М(г), находящихся в радиусе г от 

начальной ячейки. Положите М(г) ~ г! и оцените значение а, H3 

наклона графика зависимости М от г, построенного в двойном лога-
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Рис. 13.9. Зависимость InM от Inr для кластера Эдена, полученного 
на решетке размером 61х61. Величина наклона прямой, построенной 
методом наименьших квадратов по данным для всех г, составляет при- 
близительно 1.92. Удаление данных для малых г уменьшает кривизну и 
приводит в данном случае к наклону, близкому к 2.0. 

рифмическом масштабе. Типичный график такой зависимости в двой- 

HOM логарифмическом масштабе показан на рис. 13.9. Соответствую- 

щий наклон равен 1.92. Для исключения возможной кривизны при ма- 

лых значениях г мы приводим результаты, полученные методом наи- 

меньших квадратов по тем же данным в области 12 = г = 30. Найде- 

но, что наклон увеличивается примерно до значения 2.0. Чтобы 

прийти к выводу о том, что размерность кластеров Эдена равна 

размерности решетки, необходимо провести тщательный анализ дан- 

ных, усредненных по многим испытаниям и по крайней мере по двум 

десяткам значений г. Можете ли вы утверждать, исходя из своих 

данных, что кластеры Эдена являются компактными? 

Оккупирующая перколяция. Динамический процесс, называемый оккупи- 

рующей перколяцией, применяется для моделирования структуры поверх- 

ности раздела масло—вода при нагнетании воды в пористые среды. В 

данном процессе кластер растет по пути наименьшего сопротивления. 

Рассмотрим решетку размером Lx2L, в которой вода («оккупант») B 

начальный момент времени занимает левый край (рис. 13.10). Conpo-
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тивление оккупации задается случайными числами от 0 до 1, которые 

приписываются каждой ячейке решетки и не меняются в течение всего 

процесса. Ячейки, граничащие с ячейками-оккупантами, составляют пе- 

риметр. На каждом временном шаге оккупант занимает ячейку периметра 

с наименьшим случайным числом и вытесняет масло («защитник»). 

Процесс оккупирующего перколяционного роста реализован в програм- 

ме invasion. Изначально в массиве г(1,]) записаны приписанные ячей- 

кам случайные числа. Если ячейка с координатами (é,j/) занята, TO 

элемент (i,j) увеличивается на 1. Если ячейка (é,j) принадлежит 

периметру, то r(é,j) увеличивается на 2. Для упорядочения ячеек пе- 

риметра по величине приписанных им случайных чисел применяются два 

метода сортировки. Рост оккупирующего кластера продолжается до тех 

пор, пока не образуется путь, связывающий левый и правый края ре- 

>> 
Te
 

Рис. 13.10. Пример образования кластера при оккупирующей перколя- 
ции. Состояние решетки при Ё = 0 показано случайными числами, при- 
данными ячейкам. Ячейки с темной штриховкой заняты оккупантом, ко- 
торый на следующем шаге занимает ячейку периметра (светлая штрихов- 
ка) с наименьшим. случайным числом.
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шетки. Для уменьшения граничных эффектов на верхней и нижней грани- 

цах берутся периодические краевые условия, а все физические величи- 

ны измеряются в центральной области размером Lx Г. Программа рису- 

ет занятые («мокрые») ячейки и вычисляет их относительное количест- 

во. Основной рассматриваемой величиной является Р(г)4г-— вероятность 

занятия ячейки, содержащей случайное число в интервале [r, r+ dr]. 

Свойства модели оккупирующей перколяции изучаются в задаче 13.6. 

PROGRAM invasion | расчет оккупирующего перколяционного кластера 

DIM г(100, 50), perx( 1000), регу( 1000) 

RANDOMIZE 

CALL initial(Lx, Ly) 

CALL assign(r, perx, pery, Lx, Ly, s) 

CALL invade(r, perx, регу, Lx, Ly, $) 

CALL average(r,Lx,Ly) | 
END 

SUB initial (Lx, Ly) 

INPUT prompt "размер решетки в направлении у = 

LET Lx = 2«Ly 

SET window 0,Lx+1,0,Ly+2 

END SUB 

: Ly 

SUB assign (r(,), perx(), pery(),Lx, Ly, $) 

| присваивание случайных чисел ячейкам и занятие первого столбца 

| ячейки во втором столбце образуют начальный периметр 

LET $ = 0.4 | полуширина квадрата, изображающего занятый узел 

FOR row = 1 to Ly 

LET r(1,row) = 1 | занимается первый столбец 

BOX AREA 1 - s,1 + s,row - s,row + $ 

FOR col = 2 to Lx | присваивание случайных чисел строке 

LET r(col,row) = rnd 

NEXT col 

| если ячейка периметра, то r(col,row) больше 2 

LET r(2,row) = 2 + r(2,row) 

LET nper = row | число ячеек периметра равно номеру строки 

| сортировка ячеек периметра во втором столбце 

CALL sort_shell(r, perx, регу, прег, 2, го\) | или вызов sort insert 

NEXT row 

END SUB



Фракталы, модели кинетического роста и клеточные автоматы 157 

SUB sort_shell (r(, ), perx( ), регу( ), nper, x0, yO) 

| список делится пополам и определяется, куда попало случайное число 

| половина списка опять делится пополам и определяется, где число 

| этот процесс продолжается до определения точного положения числа 

IF прег = 1 then | только одна ячейка периметра 

LET perx(nper) = x0 

LET pery(nper) = y0 

EXIT SUB 

END IF 

| не меньше ли случайное число в новой ячейке всех предыдущих чисел 

LET ix = perx(nper-1) 

LET iy = pery(nper-1) 

IF r(x0,y0) < r(ix,iy) then 

LET perx(nper) = x0 

LET pery(nper) = y0 

EXIT SUB 

END IF 

LET ki = 1 | начало списка 

LET k2 = прег-1 | конец списка 

LET kmid = int((ki + k2)/2) | середина списка 

DO | начало сортировки Шелла 

LET ix = perx(kmid) 

LET iy = pery(kmid) 

| определение в какой половине списка находится новое число 

IF r(x0,yO) > r(ix,iy) then 

LET k2 = kmid | замена верхней границы 

ELSE 

LET k1 = kmid | замена нижней границы 

END IF 

LET kmid = int((k1 + k2)/2) 

IF (ki = kmid) or (kmid = k2) then | точное положение равно k2 

РОК ilist = прег to k2 + 1 step -1 | ячейки выше К2 сдвигаются 

LET perx(ilist) = perx(ilist-1 

LET pery(ilist) = pery(ilist-1) 

NEXT ilist 

LET perx(k2) = x0 | внесение в список новой ячейки 

LET pery(k2) = у0 

EXIT SUB 

END IF 

LOOP
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END SUB 

SUB sort_insert (r(,), perx(), рег\( ), nper, x0, yO) 

FOR iper = 1 to nper - 1 

LET ix = perx(iper) 

LET iy = pery(iper) 

IF r(x0,y0) > r(ix,iy) then 

FOR ilist = nper to Грег + 1 step -1 

LET perx(ilist) = perx(ilist-1) 

LET pery(ilist) = pery(ilist-1) 

NEXT ilist 

LET perx(iper) = x0 

LET pery(iper) = у0 

EXIT SUB 

END IF 

NEXT iper 

LET perx(iper) = x0 

LET pery(iper) = у0 

END SUB 

SUB invade (r(,), perx(), pery( ), Lx, Ly, s) 

DIM nx( 4), ny( 4) 

DATA 1,0,-1,0, 0, 1,0, -1 

FOR iz = 1 to 4 

READ nx(iz), ny(iz) 

NEXT iz 

LET nper = Ly 

DO 

LET col = perx(nper) 

LET row = pery(nper) 

LET nper = nper - 1 

LET r(col,row) = r(col,row) - 1 

BOX AREA col - $ col + s,row - s,row + $ 

FOR nn = 1 to 4 

LET xnew = col + nx(nn) 

LET ynew = row + ny(nn) 

IF ynew > Ly then 

LET ynew = 1 

ELSE IF ynew < 1 then 

LET ynew = Ly 

| метод сортировки 

| вносим новую ячейку 

| новая ячейка периметра меньше всех предыдущих 

I nx и пу указывают положение ближайших соседей 

| занятая ячейка между Ти 2 

| получение нового периметра 

| периодические краевые условия по у
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END IF 

IF r(xnew, ynew) < 1 then | новая ячейка периметра 

LET r(xnew, ynew) = r(xnew,ynew) + 2 

LET nper = nper + 1 

CALL sort_shell(r, perx, регу, nper, xnew, ynew) | или вызов sort_insert 

END IF 

NEXT nn 

LOOP until col >= Lx ! выход по достижении кластером правой границы 

END SUB 

SUB average (r(,),Lx,Ly) 

| вычисление плотности вероятности P(r) 

DIM Р(О to 20),nr(0 to 20) 

LET Lmin = Lx/3 

LET Lmax = 2*Lmin 

LET п = (Lmax - Lmin + 1)*Ly | uncno ячеек в средней половине решетки 

LET dr = 0.05 

LET nbin = 1/dr 

FOR col = Lmin to Lmax 

FOR row = 1 to Ly 

LET т = nbin*(mod(r(col, row), 1)) 

LET nr(ibin) = nr(ibin) + 1 

IF (r(col,row) >= 1) and (r(col,row) < 2) then 

LET occupied = occupied + 1 | полное число занятых ячеек 

LET P(ibin) = P(ibin) + 1 

END IF 

NEXT row 

NEXT col 

DO | для печати результатов ждем нажатия клавиши 

LOOP until key input 

CLEAR 

LET. fraction = occupied/n 

PRINT "доля оккупированных ячеек = ”, fraction 

PRINT ” г”, ”Р(г)” 

РАМТ 

РОК ibin = 0 to nbin 

LET rnum = drxibin 

IF nr(ibin) > O then PRINT rnum, p(ibin)/nr(ibin) 

NEXT ibin 

END SUB
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ЗАДАЧА 13.6. Оккупирующая перколяция 

а. Воспользуйтесь програмой invision для генерирования оккупи- 

рующего кластера на квадратной решетке. Какие можно сделать ка: 

чественные утверждения о свойствах такого кластера’? Разберите 

обе подпрограммы сортировки, реализованные в программе. Какой из 

методов оказывается более быстрым на решетке размером 20х 40? 

6. Модифицируйте программу invasion так, чтобы доля ячеек S» 

занятых оккупантом в момент первого достижения правой границы, 

усреднялась по крайней мере по 20 испытаниям. Предполагая, что 

$; ~ [@, оцените значение a из графика зависимости |п S, oT 

In L. Как связана. величина & с фрактальной размерностью соединя- 

ющего кластера? Сравните полученную оценку фрактальной размер- 

ности со случаем обычной перколяции. (Опубликованные для $; ре- 

зультаты Уилкинсона и Уилемсена получены для 2000 реализаций для 

каждого значения [ в интервале от 20 до 100.) 

в. Вычислите Р(г)4г- вероятность того, что ячейка, содержащая 

случайное число в интервале [r,7+dr], занята. Достаточно рас- 

смотреть 20 интервалов случайных чисел, т.е. выбрать dr = 0.05. 

Постройте график функции Р(г) для Г = 10, а также для ббльших 

значений [ вплоть до L = 50. В состоянии ли вы определить «кри- 

тическое значение» г, в окрестности которого P(r) изменяется 

очень сильно? Как соотносится это критическое значение г CO зна- 

чением р, для обычной перколяции на квадратной решетке? 

“г. Модель оккупирующей перколяции, которую мы обсудили, годится 

для описания вытеснения бесконечно сжимаемой жидкости несжимае- 

мой жидкостью. Чтобы вытесняемую жидкость (масло) трактовать как 

несжимаемую, мы вводим механизм поглощения, состоящий в том, что 

как только масляный кластер становится изолированным, его больше 

нельзя оккупировать. К сожалению, это правило поглощения сильно 

замедляет моделирование, поскольку необходимо после каждого шага 

проверять, не произошло ли поглощение. Учтите механизм поглоще- 

ния и определите, меняются ли качественно величины & и P(r). 

Диффузия в неупорядоченных средах. Предположим, мы хотим изучить 

процесс диффузии атома в неупорядоченном твердом теле или проводи- 

мость случайной резисторной цепи, например проводимость металличес- 

кой сетки со случайно удаленными узлами. Одна из простейших моделей
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таких явлений предложена де Женом и известна как «муравей в лаби- 

ринте». Рассмотрим пешехода (муравья), который движется случайным 

образом только по занятым ячейкам перколяционного кластера. На каж- 

дом временном шаге муравей подбрасывает монету с четырьмя возможны- 

ми исходами (на квадратной решетке). Если результат соответствует 

переходу в занятую ячейку, то муравей переползает в нее, в против- 

ном случае он остается в своей ячейке. В обоих случаях время увели- 

чивается на единицу. Предположим, что занятые ячейки перколяционно- 

го кластера встречаются с вероятностью р. В момент времени { = 0 мы 

помещаем муравья’ случайным образом в кластер и в момент времени f¢ 

вычисляем квадрат расстояния между его начальным и конечным положе- 

ниями. Затем повторяем моделирование много раз и получаем средне- 

квадратичное смещение муравья. Как зависит среднеквадратичное сме 

щение муравья. Ю от ри В Как меняются законы диффузии на фракталь- 

ной решетке (перколяционный кластер при р = р.)? Эти вопросы рас- 

сматриваются в задаче 13.7. 

На первый взгляд может показаться удивительным, что случайное 

блуждание муравья и проводимость случайной резисторной цепи — родст- 

венные задачи. Впервые связь между проводимостью и диффузией уста- 

новил Эйнштейн. Рассмотрим систему частиц, например жидкость. Если 

следить за движением отдельных частиц в отсутствие внешней силы, то 

можно определить их среднеквадратичнсе смещение и, следовательно, 

коэффициент самодиффузии D. Далее, если приложить «малую» силу, TO 

можно измерить среднюю скорость в направлении действия силы и найти 

подвижность и—отношение средней скорости к приложенной силе. Эйнш- 

тейну удалось показать, что величины D и Ц пропорциональны (Рейф). 

Что касается системы заряженных частиц, то можно обобщить приве- 

денные выше рассуждения и показать, что подвижность пропорциональна 

электрической проводимости. Приложенной силе можно поставить в со- 

ответствие напряженность электрического поля и, значит, напряжение, 

а средней скорости —силу тока. Отсюда, подвижность пропорциональна 

проводимости (величина, обратная удельному сопротивлению) ‘частиц. 

Так как подвижность пропорциональна также D, делаем вывод, что Ри 

проводимость пропорциональны. Поэтому, с помощью этой связи можно 

определить зависимость проводимости перколяционного кластера от р. 

"ЗАДАЧА 13.7. Муравей в лабиринте 

а. При р = 1 муравей диффундирует на решетке без дефектов и
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| Предположим, что Rw D(p)t'”? при p > p. Сгенерируйте 

перколяционный кластер для значения p > р, применяя алгоритм 

роста из задачи 13.3. Положите, что начальное положение муравья 

совпадает с затравочной ячейкой, и рассмотрите несколько случай- 

ных блужданий, вычисляя среднеквадратичное смещение муравья в 

этом кластере. Времена положите достаточно большими, чтобы р? 

было приблизительно пропорционально & HO достаточно малыми, 

чтобы выполнялось условие К < [. Рассмотрите значения р = 0.8, 

0.7, 0.65 и 0.62 для L = 60 и оцените Б(р). Постройте график от- 

ношения D(p)/D(p=1) и обсудите его качественное поведение. 

6. При значениях р < р, кластеры конечны, функция R(t) ограниче- 

на и поэтому диффузия невозможна. Поскольку D(p) = 0 при р < р. 

и Бр) #0 при p > р, мы предполагаем, что D(p) ~ (р-р.)* ДЛЯ 

р в окрестности р. Повторите вычисления п. «а» для больших зна- 

чений [ и ббльшего интервала значений р и оцените динамический 

показатель степени 2. Так как проводимость пропорциональна OD, 

показатель степени г показывает также, как убывает проводимость 

вблизи р. Выполненные Уотсоном и Лисом измерения проводимости 

проволочной сетки дают оценку г Я 1.38 + 0.12. Согласуются ли с 

этим ваши результаты? 

в. Можно ожидать, что при р = р. наблюдается другая зависимость 

R(t), например R(t) ~ t* при больших ¢. Kak вы считаете, будет 

ли значение К больше или меньше 1/2? Рассчитайте методом Монте- 

Карло функцию R(t) при р = р, и оцените показатель степени R. 

г. Как говорилось в задаче 11.16, для рассмотрения случайного 

блуждания на решетке лучше использовать комбинаторный метод, а 

не обычное моделирования методами Монте-Карло. Суть комбинатор- 

ного метода (полного перебора) состоит в том, что W 1(0) — веро- 

ятность того, что муравей находится в Гй ячейке в момент време 

ни ¢ + 1, определяется исключительно вероятностями появления му- 

равья в соседних с ГЙй ячейках в момент времени Е. Запомните по- 

ложение занятых ячеек в каком-нибудь массиве и введите два мас- 

сива для хранения W (0) И W (0 для всех ячеек кластера. Вычи- 

сляйте Ws используя вероятности W (0 (рис. 13.11). Зная 

функцию распределения вероятностей для различных моментов време- 

ни, можно рассчитать пространственные средние, такие как средне- 

квадратичное смещение. Подробности этого метода и полученные ре- 

зультаты обсуждаются в статье Маджида и др. (1984). Эти исследо-
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ватели рассматривали 5000-шаговые ‘блуждания в кластерах из ~ 103 

ячеек, и усредняли результаты по 1000 различных кластеров. 

Агрегация с ограничением диффузии. Рост многих объектов, встречаю- 

щихся в природе, происходит путем случайного присоединения частей. 

Примеры таких явлений: снежные хлопья, зигзаги молнии и образование 

трещин вследствие геологического сдвига. Трудно себе представить, 

что все эти явления объединяет какое-то общее свойство. Однако в 

последние годы обнаружено множество фактов, указывающих на единство 

этих процессов. Одна из простейших моделей, помогающих глубже по- 

нять такие процессы, называется агрегацией с ограничением диффузии, 

или АОД. На примере этой модели можно увидеть, как случайное движе- 

ние приводит к образованию красивых самоподобных кластеров. Первый 

шаг состоит в занятии ячейки с затравочной частицей. Затем из пери- 

метра большой окружности с центром в затравочной ячейке выпускается 

частица. Частица движется случайным образом (диффундирует) до тех 

пор, пока либо не уйдет за пределы окружности, либо не достигнет 

периметра затравочной ячейки и не стыкуется с ним. Затем выпускает- 

ся другая частица и блуждает до тех пор, пока не достигнет перимет- 

ра одной из частиц и не стыкуется с ним. Эта процедура повторяется 

много (обычно несколько тысяч) раз до тех пор, пока не образуется 

t=-2 

Рис. 13.11. Временная эволюция функции распределения вероятности 
W (2) для трех последовательных моментов времени.
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большой кластер. Типичный АОД-кластер показан на рис. 13.12. Напо- 

минает ли вам этот кластер какой-нибудь природный объект? Некоторые 

свойства АОД-кластеров изучаются в задаче 13.8. 

ЗАДАЧА 13.8. Агрегация с ограничением диффузии 

а. Напишите программу генерирования кластеров методом Монте-Кар- 

ло на квадратной решетке в соответствии с алгоритмом диффузии, 

ограниченной агрегацией. Предположите, что каждый пешеход начи- 

нает движение из случайной ячейки на окружности радиусом Ка 

где R ax максимальный радиус кластера, сгенерированного до сих 

пор. Для уменьшения машинного времени сделайте так, что если пе- 

шеход удаляется от начала на расстояние SR ax’ TO OH «исчезает», 

а на начальной окружности случайным образом помещается новый пе: 

шеход. Начните с решетки размером [ ~ 40, а затем рассмотрите 

решетку максимального размера, определяемого возможностями имею- 

щихся технических средств и вашим терпением. Ограничьте коли: 

чество пешеходов так, чтобы внешний радиус кластера не рос слиш- 

ком близко к краям решетки. Как выглядят АОД-кластеры? Если они 

похожи на фракталы, то оцените на глаз фрактальную размерность. 

(Специалисты умеют оценивать фрактальную размерность на глаз с 

точностью до нескольких процентов!) 

“6. Возможно, что ваша программа генерирует АОД-кластеры незф- 

фективно, поскольку большую часть времени центральный процессор 

тратит на моделирование блуждания пешехода вдали от периметра 

кластера. Существует несколько методов преодоления этой труднос- 

Рис. 13.12. Пример АОД-кластера из примерно 400 частиц на квадрат- 
ной решетке.
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ти. Один из них состоит в том, что чем дальше OT кластера нахо- 

дится пешеход, тем большие шаги ему разрешено делать. Например, 

если пешеход находится на расстоянии К > R тах’ то разрешается 

шаг длиной больше или равной R-R_-2, если это расстояние 

превышает период решетки. Если пешеход находится очень близко к 

кластеру, то шаг полагается равным периоду решетки. Другие воз- 

можные способы обсуждаются в статье Микина (см. список литерату- 

ры). Модифицируйте свою программу и оцените фрактальную размер- 

ность двумерных кластеров, получаемых при ограничении диффузии. 

АОД представляет собой только одну из многих моделей, приводящих 

к самоподобным кластерам. Мы предлагаем вам привлечь свое воображе- 

ние и разработать собственную модель процесса роста. Вам поможет 

также чтение научной литературы по моделям роста, поскольку большая 

часть ее доступна для вашего понимания. 

“ЗАДАЧА 13.9. Образование узоров 

а. Вам, вероятно, известен сложный и хаотичный характер картины 

электрического пробоя, наблюдаемого в атмосферной молнии. Хотя 

это явление, называемое пробоем диэлектрика, сложное, мы увидим, 

что простая, но нетривиальная модель порождает узоры электричес- 

кого пробоя, похожие на экспериментально наблюдаемые. Поскольку 

молния происходит в неоднородной среде из-за различий в плотнос- 

ти, влажности и проводимости воздуха, нам нужно построить модель 

электрического пробоя в неоднородном диэлектрике. Известно, что 

когда происходит электрический пробой, потенциал ф удовлетворяет 

уравнению Лапласа Уф = 0. Эту модель (Фемили и др., Нимейер и 

др.) можно задать следующими правилами (на квадратной решетке): 

i. Рассмотрим большую окружность радиусом R и поместим в ее 

центр источник заряда. Положим потенциал в центре ф = 0 и Ha 

окружности @ =1 (рис. 13.13). Радиус R необходимо выбрать 

большим, чем размеры растущего узора. 

ii. Каждому узлу, лежащему внутри окружности, припишем случай- 

ное число г (0 < г < 1). Случайное число г, представляет коэф- 

фициент пробоя и случайную структуру диэлектрика. 

iii. Используя метод релаксации (гл. 9), вычисляем значения 

потенциала ф, в узлах, которые расположены внутри окружности.
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ф=0 

Рис. 13.13. Иллюстрация модели пробоя диэлектрика (Фемили и др.). 
Центральный узел изображаег источник заряда, а «земля» представлена 
кру жком с потенциалом @ = 0. Узор пробоя обозначается темными круж- 
ками, потенциал которых везде равен ф = 0. Волнистые линии соединя- 
ЮТ занятые узлы с узлами периметра. 

iv. Выбираем в качестве периметра ближайшие к узору разряда 

узлы (черные кружки на рис. 13.13). Обозначим через и, гради- 

ент потенциала в [м узле и составим произведения ги“ для каж- 

дого узла периметра, где а—регулируемый параметр. 

у. Узел периметра imax, в котором произведение ги’ максималь- 

но, пробивается, т.е. полагается $ ах = 0 

vi. Используя метод релаксации, пересчитываем потенциала в OC 

тавшихся «незанятыми» узлах и повторяем шаги (У) и (vi). 

Положите а = + и проанализируйте структуру узора разряда. Похож 

ли этот узор на молнию? Имеет ли узор фрактальную структуру? Вы- 

числите фрактальную размерность, подсчитывая М(5)} —среднее число 

узлов в квадрате размером 6x6, принадлежащих узору разряда. 

Рассмотрите другие значения параметра а, например а = Би @ = 3, 

и покажите, что узоры обладают фрактальной структурой с подстра- 

ивающейся фрактальной размерностью. В опубликованных результатах 

(Фемили и др.) для формирования узоров делалось 808 шагов роста. 

Как вы думаете, зависит ли структура узоров от структуры решет- 

ки? Какого типа узоры образуются в трехмерном случае? 

6. Рассмотрим модель детерминированного роста, в которой He нуж 

но приписывать каждому узлу случайное число. В этой модели все
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узлы периметра на каждом шаге роста проверяются на занятость. 

Рассматриваем те же краевые условия и геометрию, что и в п. «a», 

и решаем методом релаксации уравнение Лапласа для ф. Затем нахо- 

дим узел периметра с наибольшим значением градиента потенциала и 

и ‘полагаем это значение равным P nax’ Далее проверяются все узлы 

периметра и только те, для которых отношение u/P ax больше, чем 

значение параметра р, зачерняются. После каждого шага роста оп- 

ределяются новые узлы периметра и с помощью метода релаксации 

пересчитываются значения ф в каждом незанятом узле. Положите 

р = 0.35 и определите структуру узора регулярного фрактала. Чему 

равна фрактальная размерность? Рассмотрите другие значения р и 

определите соответствующую фрактальную размерность. Данные узоры 

называют фрактальными коврами Лапласа (Фемили и др.). 

13.4. КЛЕТОЧНЫЕ АВТОМАТЫ 

В этом разделе мы познакомимся с другим классом геометрических мо- 

делей, которые называются клеточными автоматами. Отличительной 0о0со- 

бенностью клеточных автоматов являются их полная дискретность и, 

следовательно, приспособленность к точному моделированию на цифро- 

вом компьютере. Клеточные автоматы были впервые рассмотрены фон 

Нейманом и Уламом в 1948г. в качестве возможной идеализации биоло- 

гического самовоспроизводства. Наш интерес к ним обусловлен, глав- 

ным образом, тем, что многие модели клеточных автоматов являются 

примерами простых динамических систем, которые дают упорядоченные 

узоры, возникающие из случайных начальных условий. Вы можете убе- 

диться в том, что пространственные узоры многих клеточных автоматов 

напоминают узоры, наблюдаемые в природных явлениях, таких как коа- 

гуляция и рост кристалов. Однако сейчас мы будем рассматривать кле- 

точные автоматы как интересные компьютерные модели, которые сохра- 

няют привлекательные возможности для описания физических систем. 

Клеточные автоматы представляют собой математические идеализации 

физических систем, в которых пространство и время дискретны, а фи- 

зические величины принимают конечное множество дискретных значений. 

Представьте регулярную решетку {или «таблицу») ячеек («клеток»), 

каждая из которых может находиться в конечном числе возможных сос- 

тояний, например 0 или 1. Состояние системы полностью определяется 

значениями переменных в каждой клетке. Важными особенностями кле- 

точных автоматов являются следующие:
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1. Состояние каждой ячейки обновляется за последовательность диск- 

ретных шагов по времени. 

2. Переменные в каждой ячейке изменяются одновременно («синхрон- 

но»), исходя из значений переменных на предыдущем шаге. 

3. Правило определения нового состояния ячейки зависит только от 

локальных значений в соседних ячейках. 

Сначала рассмотрим одномерный автомат с двумя допустимыми значе- 

ниями переменных в каждой клетке, при этом окружением данной клетки 

считается она сама и ближайшие клетки справа и слева. Для такого 

«элементарного» автомата существует 256 возможных правил. На рис. 

13.14 иллюстрируется один конкретный набор локальных правил. Свой- 

ства всех 256 элементарных одномерных клеточных автоматов каталоги- 

зированы (Вольфрам). В задаче 13.10 изучаются некоторые свойства 

одномерных клеточных автоматов. 

ЗАДАЧА 13.10. Одномерные клеточные автоматы 

а. Напишите программу, представляющую элементарный одномерный 

клеточный автомат. Для одновременного изменения состояния клеток 

проще всего использовать разные массивы для состояний клеток на 

шагах Ги ¢ + 1. Примите правило «сложения по модулю два», пока- 

занное на рис. 13.14, т.е. значение клетки на шаге {+1 являет- 

ся суммой по модулю 2 ее соседей на шаге [ В качестве начальной 

выберите конфигурацию с одной ненулевой клеткой (затравка). Дос- 

таточно рассмотреть временную эволюцию в течение приблизительно 

20 шагов. Получается ли узор из ненулевых клеток самоподобным? 

Можете ли вы охарактеризовать его фрактальной размерностью? 

6. Рассмотрите свойства аналогичного правила, в котором значение 

клетки на шаге Ё + 1 является суммой по модулю 2 значений ее со- 

t: lil 110 101 100 011 010 001 000 
t+ 1: 0 1 0 1 1 0 1 0 

Рис. 13.14. Пример локального правила временной эволюции одномерно- 
го клеточного автомата. Переменные в каждой клетке равны 0 или 1. В 

верхнем ряду показаны все 23 =8 возможных комбинаций трех клеток. 
В нижнем ряду иллюстрируется применение правила временнби эволюции 
и дается значение в центральной клетке на следующем шаге по време- 
ни. Данное правило называется 01011010 в двоичной записи (см. вто- 
рой ряд), правилом сложения по модулю два или правилом 90 в обозна- 
чениях Вольфрама. (Заметим, что число 90 является десятичным экви- 

валентом двоичного числа 01011010, т.е. 90 = 21+ 23 +944 9%)
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седей плюс ее самой на шаге ¢. Это правило называется также пра- 

вилом 10010110 или 150 = 21+ 22 + 24+ 97. 

в. Задайте «хаотическую» начальную конфигурацию, в которой каж- 

дая клетка находится в состоянии 1 с равной вероятностью 50%. 

Рассмотрите временную эволюцию правила 00010010 (правило 18 = 

= 21+ 2%), правила 01001001 (правило 73 = 29 . 93 + 96), прави- 

ла 136 (10001000), правила 90 и правила 150. Достаточно рассмот- 

реть 80 клеток на протяжении 60 временных шагов. Чувствительны 

ли образующиеся узоры к изменению начальных условий? Зависит ли 

структура узоров от того, используются ли периодические краевые 

условия или другие? В зависимости от качественного поведения 

временной эволюции распределите эти автоматы по четырем классам: 

1. Стационарное однородное состояние. 

2. Узор, состоящий из отдельных периодических областей. 

3. Хаотический апериодический узор. 

4. Сложные локализованные структуры. 

Результаты задачи 13.10 наводят на мысль, что важным свойством 

клеточных автоматов является их способность к «самоорганизации». В 

следующей задаче мы рассмотрим хорошо известный пример двумерного 

клеточного автомата, который обнаруживает самоорганизацию. 

"ЗАДАЧА 13.11. Игра «Жизнь» 

Самым известным двумерным клеточным автоматом является игра 

«Жизнь», придуманная в 1970 г. Джоном Конвеем. Эта игра просла- 

вилась своими многочисленными очаровательными узорами и способ- 

ностью заставлять людей тратить уйму машинного времени на поиски 

более интересных узоров. Правила игры просты. Для каждой клетки 

на квадратной решетке определим сумму значений в восьми окружаю- 

щих ее клетках (рис. 13.15, а). «Живая» клетка (значение 1) «вы- 

AH 
a 

Рис. 13.15. а—<«Локальная» окрестность клетки определяется суммой 
ее восьми соседей; б—примеры начальных конфигураций игры «Жизнь», 
некоторые из них дают интересные узоры. «Живые» клетки закрашены.
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живает» только в TOM случае, когда эта сумма равна 2 или 3. Если 

сумма больше 3, то ячейка «умирает» (значение становится равным 

0) из-за перенаселения. Если сумма меньше 2, то клетка умирает 

из-за обособленности. «Мертвая» клетка «оживает» на следующем 

шаге по времени только если сумма равна 3. Напишите программу, 

реализующую алгоритм игры «Жизнь». Начните с ряда различных на- 

чальных конфигураций (случайных или упорядоченных) и изучите 

возможные виды узоров, которые могут появиться. Некоторые пред- 

лагаемые начальные конфигурации показаны на рис. 13.15, 6. 

ЗАДАЧА 13.12. Примеры моделей двумерных клеточных автоматов 

а. Рассмотрим простой булев автомат, каждая клетка которого мо- 

жет быть в состояниях 1 («включено») и 0 («выключено»). Примем 

«правило голосования», согласно которому состояние клетки в мо- 

мент времени Ё+ 1 определяется голосами ее четырех (на квадрат- 

ной решетке) ближайших соседей в момент времени Ё (см. работу 

Вичняка). Правило состоит в том, что клетка «включается», если 

включены 2, 3 или 4 ее соседа. Рассмотрите начальные конфигура- 

ции, для которых клетка в состоянии 1 появляется с вероятностью 

р, а клетка в состоянии Ор—с вероятностью 1-р. Поскольку пра- 

вило голосования способствует росту клеток в состоянии 1, инте- 

ресно начать с конфигурации, в которой таких клеток меньшинство. 

Положите р = 0.1. Что произойдет с изолированными клетками в 

состоянии 1? Как они растут на первом этапе? Для какой формы 

(выпуклой или вогнутой) рост кластера из клеток в состоянии 1 

прекращается? Что произойдет с кластерами из клеток в состоянии 

1, такими, как показано на рис. 13.16? (Если необходимо, создай- 

те такую конфигурацию.) Покажите, что для значения р = 0.1 сис- 

Рис. 13.16. Два прямоугольных перекрывающихся кластера, состоящих 
из клеток в состоянии 1. Как эволюционируют эти кластеры при прави- 
Ле «два из четырех» (см. задачу 13.12a)?
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тема в конце концов замораживатся в виде узора, состоящего из 

прямоугольных островов клеток в состоянии 1, окруженных морем 

клеток в состоянии 0. Что произойдет при р = 0.14? Можете ли вы 

определить «критическую плотность» р, при которой поведение 

системы изменяется. Рассмотрите решетки с L = 128 и L = 256. 

6. Рассмотрите клеточный автомат, у которого значение централь- 

ной ячейки на следующем временном шаге определяется суммой ее 

восьми соседей и ее самой (см. работу Вичняка). В частности, по- 

ложите, что центральная клетка находится в состоянии 1 на следу- 

ющем шаге по времени, если эта сумма равна или больше 4. Заме- 

тим, что это правило стимулирует рост клеток в состоянии 1. Дан- 

ное правило приводит к явлению, похожему на обнаруженное в 

п. «а». Рассмотрите начальную конфигурацию, в которой клетки в 

состоянии 1 появляются с вероятностью р, а клетки в состоянии 

0 —с вероятностью 1-р. Выберите решетку размером 128x128 и 

покажите, что для р=0.2 система в конце концов замораживается. 

Какой формы получаются кластеры из клеток в состоянии 1? Покажи- 

Te, что если на поверхности наибольшего кластера из клеток в 

состоянии 1 перевести одну клетку из состояния 0 в состояние 1, 

то этот кластер будет расти. Каково конечное состояние системы? 

Как ведет себя система при р = 0.32? Можно ли определить «крити- 

ческую плотность» р, такую, что для p= р, рост кластеров из 

клеток в состоянии 1 продолжается до тех пор, пока вся решетка 

не перейдет в состояние 1°. Рассмотрите решетки большего размера 

и покажите, что значение р, нечувствительно к размеру решетки. 

Чему равно вычисленное вами значение р, в пределе бесконечной 

решетки? 

в. Существует одна проблема, заключающаяся в том, что выводы, 

которые вы сделали в пп. «a» и «б», являются неточными. Значение 

р. равно нулю в пределе бесконечной решетки, и результаты, полу- 

ченные для конечных решеток, сбивают с толку. Вероятность любой 

конфигурации, состоящей из клеток в состоянии 1, на бесконечной 

решетке равна единице. Следовательно, где-нибудь на решетке обя- 

зательно встретится «критический кластер», который будет расти 

бесконечно до тех пор, пока вся решетка не перейдет в состояние 

1. Мораль этой истории заключаетя в TOM, Что «нельзя доверять 

моделированию без знания теории» (изложение высказывания, обычно 

приписываемого Эддингтону).
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13.5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Мы увидели, что большинство моделей, рассмотренных в этой главе, 

представлено в виде алгоритма для компьютера, а не в виде дифферен- 

циального уравнения. Эти модели служат примером развития «компью- 

терной культуры» (Вичняк) и отражают влияние техники на способ на- 

шего мышления. Можете ли вы представить большинство рассмотренных 

моделей без компьютера? Можете ли вы представить себе уяснение сути 

этих моделей без использования машинной графики? 

Геометрическая природа моделей, рассмотренных в гл. 11—13, де- 

лает их относительно доступными для тех, чьи знания по физике огра- 

ниченны. С другой стороны, существует многое, что невозможно понять 

на этом уровне. Например, после эмпирического «измерения» показате- 

ля степени мы могли бы задаться вопросами: «Почему значение показа- 

теля именно такое’? Как узнать точное значение критического показа- 

теля для двумерной перколяции? Можно ли найти более универсальные 

свойства для большинства моделей кинетического роста, существующих 

в настоящее время? Могут ли помочь геометрические модели в понима- 

нии других физических явлений? Как связаны эти модели с физическими 

экспериментами? Какие еще величины кроме фрактальной размерности 

необходимы для описания геометрии объекта?». 

Геометрическими моделями помимо физиков и других специалистов 

интересуются разработчики вычислительной техники. В самом деле, ос- 

новными доводами в пользу изучения клеточных автоматов является их 

связь с теориями вычислений и разработкой новых компьютерных архи- 

тектур (см. работу Хиллиса). 
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ПРИБЛИЖЕНИЕ К PABHOBECHIO 

Мы рассматриваем простую модель макроскопической системы и вводим 

понятия равновесия и энтропии.
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14.1 ВВЕДЕНИЕ 

В этой главе мы воспользуемся далее нашими знаниями законов микро- 

скопической физики, чтобы понять качественные свойства макроскопи- 

ческих объектов. Типичные макроскопические системы охватывают столь 

несхожие объекты, как газы, жидкости, твердые тела, полимеры, гели 

и биологические организмы, и содержат порядка 1020—1025 взаимодей- 

ствующих частиц. Поведение макроскопических систем отличается боль- 

шим разнообразием. Это и турбулентное движение быстро текущего ру- 

чейка, и плавление льда, и размножение живого организма. Колоссаль- 

ную сложность, присущую макроскопическим системам, нельзя понять 

путем прямого применения компьютеров — просчитать движение 107° вза- 

имодействующих частиц нельзя даже на самых супер из суперкомпьюте- 

ров. Более того, детальная информация о поведении отдельных частиц 

не много бы дала для понимания основных свойств макроскопической 

системы. 

Одним из наиболее важных свойств макроскопических систем являет- 

ся их стремление к беспорядку. А именно, если вначале частицы упо- 

рядочены и система изолирована от внешних воздействий, то после 

удаления внутренних связей частицы будут стремиться прийти в беспо- 

рядок. Пример этой тенденции можно наблюдать, добавив чернил в ста- 

кан воды. Допустим, что чернила имеют одинаковую с водой плотность 

и их осторожно льют на поверхность воды. Стакан стоит неподвижно, и 

внешние условия не меняются. Мы знаем, что по прошествии некоторого 

времени чернила и вода полностью перемешаются. Предположим, что мы 

сняли фильм о системе вода—чернила и случайно запустили его задом 

наперед. Мы увидели бы, что случайное движение молекул чернил вы- 

несло все чернила на поверхность. Наше интуитивное представление о 

действии законов природы подсказало бы, что здесь что-то не TO—H 

правда, ведь фильм прокручивается задом наперед. Исходя из своего 

опыта, мы можем сказать, что природная тенденция макроскопических 

систем к беспорядку определяет направление или «вектор» времени. 

Смесь чернил с водой может быть описана путем задания ее микро- 

скопического состояния, или микросостояния. Такое описание отвечает 

наиболее полной, совместимой с законами механики характеристике 

всех молекул системы. Согласно классической механике, такое описа- 

ние соответствует заданию координат и скоростей каждой молекулы. В 

крупном масштабе макроскопическое состояние, или макросостояние, 

смеси чернил с водой может быть описано путем задания средней кон- 

центрации молекул в любой малой, но конечной области стакана воды.
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Микроскопическое состояние системы меняется самым невообразимым об- 

разом. В противоположность этому мы знаем, что макроскопическое 

состояние через какое-то время перестает меняться со временем, если 

не говорить о малых случайных флуктуациях. Говорят, что такое сос- 

тояние является равновесным. 

14.2. ПРОСТАЯ МОДЕЛЬ 

Понятия беспорядка и порядка, направления времени, а также микро- 

скопического и макроскопического описаний системы можно проиллюст- 

рировать на простой модели, которую мы будем рассматривать в этой 

главе в разнообразных контекстах. Рассмотрим идеальный газ N тожде- 

ственных частиц, взаимодействием между которыми можно пренебречь. 

Такой газ можно приготовить в лабораторных условиях, если сделать 

его достаточно разреженным. В этом случае вероятность взаимодейст- 

вия частиц газа друг с другом мала. Предположим, что газ заключен в 

сосуд, который изолирован (не подвержен влиянию внешней системы или 

силы) и пребывал в покое в течение долгого времени. Давайте внима- 

тельно посмотрим на распределение частиц в пространстве и предста- 

вим себе, что сосуд разделен перегородкой. Перегородка содержит не- 

большое отверстие, закрываемое подвижной заслонкой (рис. 14.1). 

Вначале в левой половине сосуда находятся п частиц и n’ —B правой 

половине, причем n+n’ = М. Затем отверстие открывается. Поскольку 

движение каждой частицы происходит независимо от всех остальных 

частиц, вероятность прохождения траектории частицы через отверстие 
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Рис. 14.1. Ящик поделен на две равные половины перегородкой, со- 
держащей небольшое отверстие с подвижной заслонкой. После открыва- 
ния отверстия через него проходит за каждый шаг по времени одна 
частица.
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для всех частиц одинакова. Будем предполагать, что в единицу време- 

ни через отверстие проходит одна частица. 

Для определения микросостояний и макросостояний нашей модели бу- 

дем считать, что частицы в чем-то различны и пронумерованы от 1 до 

№ Микросостояние можно описывать номерами частиц в левой половине 

сосуда, ибо коль скоро номера слева известны, тем самым определены 

и номера справа. Макросостояние характеризуется числом частиц п с 

левой стороны. 

Какие вопросы, возможно, было бы уместно задать о поведении дан- 

ной простой модели «частиц в ящике»? Один вопрос очевиден: «Если 

известны пи п’ при Ё = 0, то чему равны п и п’ в момент времени f 

(после ¢ перемещений)?» Ясно, что ответ на этот вопрос носит стати- 

стический характер. Мы могли бы тот же вопрос задать иначе и спро- 

сить: «Чему равно среднее число частиц в левой половине сосуда в 

момент времени Ё». Дальнейшая детализация, возможно, потребовала 

бы знания P (n,t) — вероятности нахождения в момент времени ¢ слева 

п частиц из М. 

13,3. ТОЧНЫЙ ПЕРЕБОР 

Теперь, когда мы представляем себе характер модели и постановку He- 

которых вопросов, какие методы решения нам подойдут? Один из мето- 

дов —использовать точный перебор и определять все комбинации на 

каждом шаге по времени. Например, предположим, что при t = О vn = 10 

и М’ = 0. При ¢ = 1 возможна единственная комбинация: п = 9 ип’ = 

= 1, и отсюда P(in=9,t=1) =1. При ¢ = 2 возможны комбинации, 

когда одна из девяти частиц слева перемещается направо или же час- 

тица справа возвращается в левую половину. Поскольку первая комби- 

нация может реализовываться девятью разными способами, мы имеем не 

нулевые вероятности 

9 1 P(8,2) = — , P(10,2) = — | 
= 10 09,2) 10 

Следовательно, при ¢ = 2 среднее число частиц в левой половине ящи- 

ка составляет 

‹п> = 8Р(8,2) + 10P(10,2) = 8.2. 

_ 72 На следующем шаге по времени мы имеем P(7,3) = 5 P(8,2) = pp Что



Приближение к равновесию 179 

отвечает перемещению одной из восьми частиц направо. Те же сообра- 

жения дают (9,3) = © Р(10,2) + 2Р8,2) = 25 Отсюда при #=3 
получаем 

‹п> = 7P(7,3) + 9P(9,3) = 7.56. 

Поскольку полное число частиц мало, такой перебор удается проделать 

еще для нескольких временных шагов. Однако, поскольку количество 

комбинаций увеличивается с Ё& выполнить расчет для больших ¢ уже 

отнюдь не легко. Для ббльших N можно легко подсчитать еще меньше 

шагов по времени. Чтобы справиться с этой трудностью, можно обра- 

титься к компьютеру для вычисления всех различных комбинаций. Но 

при достаточно больших N или Ё число комбинаций становится столь 

огромным, что никакой компьютер не сумеет их рассчитать. 

14.4. МЕТОД МОНТЕ-КАРЛО 

В противоположность методу точного перебора метод Монте-Карло го- 

дится для больших систем и больших времен. В методе Монте-Карло мы 

генерируем выборку случайных перемещений и считаем, что наша выбор- 

ка является характерным представителем множества всех возможных пе- 

ремещений (репрезентативная выборка). Понятно, что чем больше выбо- 

рок мы имеем, тем ближе мы подойдем к точному результату. 

Для реализации метода Монте-Карло нам необходимо знать вероят- 

ность перехода частицы из левой половины ящика в правую. Поскольку 

у каждой частицы имеется одинаковый шанс оказаться очередным канди- 

датом на проход через отверстие, вероятность перемещения слева на- 

право в единицу времени равна числу частиц в левой половине в дан- 

ный момент времени, поделенному на полное число частиц. Таким обра- 

зом, вероятность одного перехода слева направо равна n/N. Теперь мы 

можем моделировать временную эволюцию модели в соответствии с ука- 

занной вероятностью. Алгоритм состоит из следующих шагов: 

1. Из набора равномерно распределенных в интервале от 0 до 1 слу- 

чайных чисел формируем случайное число г. 

2. Сравниваем г с текущим значением доли частиц п/М в левой поло- 

вине ящика. 

3. Перемещаем частицу слева направо, если г < n/N; в противном 

случае перемещаем частицу справа налево.
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В программе box реализован этот алгоритм и строится график эво- 

ЛЮции П. 

PROGRAM box 

RANDOMIZE 

CALL initial{N, tmax) | ввод данных 

CALL тоуе( М, #тах) | перемещение частицы сквозь отверстие 

END 

SUB initial({ М, tmax) 

INPUT prompt "число частиц = ": М I попробуйте М = 1000 

LET tmax = 10*М 

SET window -0.1ж{тах, 1. 1*tmax, -0. 1жМ, 1.1*М 

BOX LINES 0, #тах, 0, М 

PLOT 0,N; 

END SUB 

SUB move(N, tmax) 

LET nl = N | сначала все частицы с левой стороны 

FOR Ште = 1 to tmax 

LET prob = пММ 

| генерируем случайное число и перемещаем частицу 

IF rnd <= prob then 

LET ni = nl - 1 

ELSE 

LET nl = nl + 1 

END IF 

PLOT itime, nl; 

NEXT itime 

END SUB 

ЗАДАЧА 14.1. Модель «частиц в ящике» 

а. Опишите временную эволюцию числа частиц в левой половине ящи- 

ка. Рассмотрите М = 10, 20, 40 и 80, при этом задавайте все N 

частиц в начальный момент в левой половине. 

6. Как качественно характеризуется равновесие? Эволюционирует ли 

система к равновесию? Можете ли вы определить направление време 

HH? Какое приблизительно время требуется системе, чтобы достиг- 

нуть равновесия?
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в. Модифицируйте программу box, чтобы число частиц с левой сто- 

роны усреднялось по нескольким испытаниям. Какое определение ве- 

роятности используется при получении среднего числа <n(t)> на 

каждом шаге по времени Ё Совпадает ли это определение с исполь- 

зованным при рассмотрении точного перебора в § 14.3? Если оба 

определения неодинаковы, то равносильны ли они? 

г. Одним из способов убедиться в том, что модифицированная вами 

программа box работает правильно, является сравнение результатов 

для <n(t)>, полученных методом Монте-Карло и точным перебором. 

Возьмите какое-нибудь небольшое значение N, например М = 4, и 

применяя точный перебор, вычислите <n(t)> точно для нескольких 

шагов по времени. Затем возьмите достаточно большое число испы- 

таний, чтобы получить правдоподобную оценку для <n(t)>, и убеди- 

тесь в том, что ваши результаты совпадают. 

д. Пропустите модифицированную вами программу box с М = 10, при- 

чем все частицы в начальный момент времени поместите в левую по- 

ловину ящика. Нарисуйте график зависимости п—числа частиц с ле- 

вой стороны -—от времени для пяти разных испытаний. Затем нари- 

суйте п как функцию времени, усреднив по тем же пяти испытаниям. 

Сравните временную зависимость п для одного испытания с зависи- 

мостью f, усредненной по нескольким испытаниям. 

е. Мерой равновесных флуктуаций служит дисперсия 07, определяе- 

мая равенством 

0? = <(n - ‹п>)? = 

= ‹п?> — ‹п>. (14.1) 

Угловые скобки показывают усреднение по времени, проведенное 

после того, как система пришла в равновесное состояние. Относи- 

тельная величина флуктуаций составляет 0/‹п>.  Модифицируйте 

программу Бох так, чтобы после достижения системой равновесия 

вычислялась относительная флуктуация в 0°. 

ж. Определите время установления равновесного состояния, ‹п> и 

0/‹п> для М = 20, 40 и 80. Как эти различные физические величины 

зависят от №



182 Глава 14 

14.5. ЭНТРОПИЯ 

Вычислительные эксперименты, проведенные в задаче 14.1, иллюстриру- 

ют фундаментальное свойство систем многих частиц: любая изолирован- 

ная система, будучи приготовлена в неслучайном или упорядоченном 

состоянии, будет изменяться со временем таким образом, чтобы прийти 

в состояние максимального беспорядка. В этом состоянии максимально- 

го беспорядка все макроскопические величины не зависят от времени, 

не считая малых флуктуаций, и говорят, что такая система находится 

в термодинамическом равновесии. 

Благодаря простоте нашей модели мы можем подсчитать сколько мик- 

росостояний существует у каждого макросостояния. Нам известно, что 

каждая частица может пребывать в одном из двух состояний —быть сле 

Ba или справа. Кроме того, местонахождение каждой частицы He зави- 

сит от всех остальных. Эти два условия означают, что если всего 

имеется N частиц, причем п слева и п’ справа, то количество микро- 

состояний, отвечающих каждому макросостоянию, равно №!/п!п’!, т.е. 

определяется биномиальным распределением. В табл. 14.1 мы приводим 

число микросостояний 9, для N = 10 и различных значений п. Обратите 

внимание на то, что максимальное число микросостояний приходится на 

n= 5. 

ТАБЛИЦА 14.1. Число микросостояний Уд и энтропия 

Ss, = In Q для модели «частиц в ящике» с М = 10. 

Макросостояние характеризуется числом частиц с ле- 

вой стороны и задается величиной п. Полное число 

микросостояний для N = 10 составляет 20 = 1024 

5 e = e 
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Порядку и беспорядку можно придать еще одну количественную меру. 

В задаче 14.1 мы нашли, что для N = 10 равновесному макросостоянию 

отвечает п = 5, Т.е. макросостояние с наибольшим числом микрососто- 

яний. Мы говорим, что это макросостояние отвечает состоянию «макси- 

мального беспорядка». По сравнению с этим макросостояние с п=0 

отвечает состоянию нулевого беспорядка, поскольку систему можно 06- 

наружить только в одном микросостоянии. В качестве характеристики 

степени беспорядка удобно ввести энтропию S, определяя ее так, что- 

бы при существовании только одного микросостояния энтропия равня- 

лась нулю и возрастала с увеличением числа микросостояний. Согласно 

Больцману, энтропия $3 системы, пребывающей в определенном макросос- 

тоянии, есть по определению (см. учебник Райфа) 

S /k, = шЯ, (14.2) 

где @, суть полное число всевозможных микросостояний, соответствую- 

щих п. Включение в (14.2) постоянной Rk, обеспечивает согласование 

этого определения с термодинамическим определением $. Поскольку в 

данном случае присутствие этой постоянной ни на что не влияет, мы 

будем измерять $ в единицах Rp т.е. полагаем Rp равной единице. 

Согласно (14.2), энтропия системы логарифмически зависит от чис- 

ла микросостояний, отвечающих данному макросостоянию. В табл. 14.1 

приведена энтропия, отвечающая каждому макросостоянию. Видно, что 

5, максимальна для п = 5. Говорят, что такое состояние имеет макси- 

мальный беспорядок, поскольку число микросостояний, соответствующих 

данному макросостоянию, максимально. 

Определение энтропии (14.2) требует перебора всех возможных мик- 

росостояний, что в общем случае является неразрешимой задачей. Же- 

лательно иметь такой метод измерения энтропии, который опирается на 

наблюдаемые характеристики системы, а не на идеализированное описа- 

ние, требующее перебора всех возможных микросостояний. Ма предложил 

определение энтропии, пригодное для непосредственного измерения в 

численном эксперименте (см. список литературы). В этом определении 

энтропии использован тот факт, что всякая система в процессе своей 

эволюции во времени в конце концов обязательно повторит любое мик- 

росостояние (или близкое микросостояние). Чем больше проходит вре- 

мени до совпадения двух некоррелированных микросостояний, тем мень- 

ше имеется микросостояний и, следовательно, меньше энтропия систе- 

мы. Величина, которую мы можем непосредственно измерить — это часто- 

та совпадения К», определяемая как отношение числа совпавших пар
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ТАБЛИЦА 14.2. —Последовательность двадцати микросостояний для мак- 
росостояния п = 1. Каждое из двадцати микросостояний характеризует- 
ся номером частицы с левой стороны 

8 7 5 10 7 24 6 2 10 3439652924 

микросостояний к полному числу сравнений двух макросостояний. Энт- 

ропия определяется через К в виде 

1 S/k, = Ш 7 (14.3) 
n 

Соотношение (14.3) служит методической основой метода совпадений. 

Измерение К, следует производить на протяжении относительно долгого 

времени. По мере увеличения времени результаты должны сходиться к 

точному значению R . 

Чтобы понять реализацию определения S в виде (14.3), применим ее 

к модели «частиц в ящике». Поскольку (14.3) применимо только к сис- 

теме, находящейся в определенном макросостоянии, мы должны обеспе- 

чить постоянство числа частиц с каждой стороны. Простейшая модифи- 

кация нашего алгоритма, удовлетворяющая данному условию, основана 

на предположении, что система эволюционирует путем обмена одной 

частицы слева с одной частицей справа. По сравнению с этим наше 

прежнее моделирование допускало, чтобы п флуктуировало за счет слу- 

чайных перемещений частиц с одной стороны на другую. 

В табл. 14.2 показана последовательность двадцати обменов для 

п = 1; номера частиц соответствуют частицам с левой стороны. Так 

как общее число обменов равно двадцати, существует 20(20-1)/2 = 

= 190 возможных вариантов сравнений макросостояний. Число совпаде- 

ний для каждого микросостояния составляет т(т-1)/2, где т- число 

появлений данного микросостояния. Из табл. 14.2 видно, что для мик- 

росостояния 2 величина т = 4, и отсюда число возможных совпадений 

этого микросостояния равно (4)(3)/2 = 6. Количество совпадений для 

микросостояний приведено в табл. 14.3. Поскольку полное число сов- 

падений равно пятнадцати, частота совпадений получается равной R = 

= 15/190 и, следовательно, 5$ ^ 190/15 * 2.5. Этот приближенный 

результат для S согласуется с точным результатом $ = ш10 = 2.3, 

приведенным в табл. 14.1. 

Отметим, что для п = 2 число возможных микросостояний приблизи- 

тельно в четыре раза больше, чем для п = 1. Поэтому нам нужен ка-
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ТАБЛИЦА 14.3. Совпадения десяти возможных микросостоя- 
ний, отвечающих макросостоянию fn = 1 (одна частица с ле- 
вой стороны ящика), для последовательности из двадцати 
обменов. Найдено, что полное число совпадений для этой 
последовательности равно пятнадцати 

Микросостояние Число Число, 
событий совпадений 
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ТАБЛИЦА 14.4. Последовательность двадцати микросостояний для мак- 
росостояния п = 2. Каждое микросостояние однозначно определяется 

величиной micro = 2М +22, где Ни Го —номера обеих частиц с 

левой стороны 

Испытание L, L, micro Испытание Г. L, micro 

1 6 9 576 11 3 10 1032 
2 4 9 528 12 3 5 40 
3 4 10 1040 13 5 7 160 
4 3 10 1032 14 5 6 96 
5 2 10 1028 15 5 10 1056 
6 2 3 12 16 5 7 160 
7 3 10 1032 17 5 6 96 
8 5 10 1056 18 5 8 288 
9 1 5 34 19 2 5 36 

10 1 10 1026 20 2 8 260 

кой-нибудь простой метод нумерации и сравнения микросостояний. Один 

метод заключается в описании каждого микросостояния величиной 

micro, определяемой равенством 

micro = > ое, (14.4) 

где [—номер каждой частицы и сумма берется по всем частицам с ле 

вой стороны. Заметим, что сумму (14.4) можно рассматривать как дво- 

ичное число. (В данном случае переменная micro принимает значение
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1032 три раза и no два раза 1056, 96 и 160.) Отсюда В = 6/190 и 

$ ~ 1n190/6 = 3.45. Эта оценка для S согласуется с точностью 10% с 

точным значением $ = |п 45 Я 3.81 (см. табл. 14.1). 

Следующая программа вычисляет энтропию для произвольного п, ис- 

пользуя описанную выше процедуру сравнения микросостояний. 

PROGRAM entropy 

ОМ left( 10), right(10), micro(O to 2000) 

RANDOMIZE 

| ввод параметров и выбор начальной конфигурации частиц 

CALL initial( nl, nr, left, right, micro, nexch) 

CALL exchange(nl, nr, nexch, left, right, micro) | обмен частиц 

CALL output({ nexch, micro) | расчет частоты совпадений и энтропии 

END 

SUB initial (nl, nr, left( ), right( ), micro( ), nexch) 

! задание макросостояния 

INPUT prompt "полное число частиц = ": М 

INPUT prompt “число частиц слева = ": nl 

LET nr = N - м | число частиц с правой стороны 

LET micro(0) = 0 

FOR il = 1 to nl 

LET left(il) = il | список номеров частиц с левой стороны 

LET micro(0) = micro(0) + 2^П | начальное микросостояние 

МЕХТ П 

FOR ir = 1 to nr 

LET right(ir) = ir + м | список номеров частиц с правой стороны 

NEXT ir 

INPUT prompt “число обменов = ": nexch 

END SUB
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SUB exchange (nl, nr, nexch, left{ ), right( ), micro()) 

| обмен частицы слева с номером lindex с частицей справа 

| с номером rindex 

РОК iexch = 1 to nexch 

| индексы массивов выбираем случайным образом 

LET lindex = int(rnd+nl + 1) | индекс массива частиц слева 

LET rindex = int(rnd*nr + 1) | индекс массива частиц справа 

LET left_particle = left( lindex) 

LET right_particle = right(rindex) 

LET left( lindex) = right_particle | новый номер частицы слева 

LET right(rindex) = left_particle | новый номер частицы справа 

LET micro(iexch) = micro(iexch - 1) + 2*right_particle 

LET micro(iexch) = micro(iexch) - 2*left_particle ! новое микросостояние 

NEXT iexch 

END SUB 

SUB output (nexch, micro( )) 

| вычисление частоты совпадений и энтропии 

LET ncomparisons = nexch*(nexch - 1)/2 | полное число сравнений 

| сравниваем микросостояния 

FOR iexch = 1 to nexch - 1 

FOR jexch = iexch + 1 to nexch 

IF micro(iexch) = micro(jexch) then 

LET ncoincidences = ncoincidences + 1 | число совпадений 

END IF 

NEXT jexch 

NEXT iexch 

LET rate = ncoincidences/ncomparisons | частота совпадений 

IF rate > О then LET $ = log(1/rate) 

PRINT "оценка энтропии = ",S 

END SUB 

ЗАДАЧА 14.2. Динамическое определение энтропии 

а. Возьмите N = 10 и с помощью программы entropy вычислите час- 

тоту совпадений К, и энтропию 5, для каждого макросостояния мо- 

дели частиц в ящике. 

6. Сравните полученные приближенные результаты для S, с точными, 

приведенными в табл. 14.1.
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в. Оцените погрешность своих вычислений Зи, пропустив программу 

с более длинными последовательностями. 

г. Если возможно, повторите все указанные выше вычисления для 

ббльших значений N. Какое наибольшее значение М можно рассматри- 

вать, используя величину micro, как она определена в (14.4) и в 

программе entropy? Существует ли практическое ограничение сверху 

на значения М, которое можно рассматривать? 

В программе entropy формирование конфигураций осуществляется го- 

раздо быстрее, чем подсчет совпадений. Первое пропорционально числу 

обменов, а второе пропорционально квадрату числа обменов. Поэтому, 

вероятно, было бы удобно запомнить значения Micro, порождаемые под- 

программой exchange, в отдельном файле. Таким образом мы можем OT 

делить анализ данных от их формирования и при необходимости, ис- 

пользовать различные методы анализа. В языке True BASIC файл откры- 

вается с помощью инструкции: 

OPEN +1: name “datai”, access output, create new 

Запись значений micro в файл #1 производится инструкцией: 

PRINT #1: micro(iexch) 

Файл #1 закрывается инструкцией: 

CLOSE #1 

Чтобы прочитать данные, используем инструкции: 

OPEN #1: name “datal”, access input 

INPUT #1: micro(iexch) 

CLOSE #1 

14.6. ВЛИЯНИЕ КОРРЕЛЯЦИЙ 

Вероятно, вы обратили внимание на то, что в табл. 14.4 частица 5 

находится с левой стороны в течение относительно долгого времени. 

Что касается данного конкретного примера, то эта кратковременная
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корреляция обусловлена корреляциями в датчике случайных чисел (не 

тот датчик в True BASIC). Такой вид кратковременных корреляций 

встречается также в реальных системах. Однако полезность определе- 

ния энтропии (14.3) зависит OT некоррелированности микросостояний. 

По-настоящему надо бы сравнивать только микросостояния, которые от- 

стоят по времени дальше, чем на время корреляции, т.е. среднее вре- 

мя между двумя такими микросостояниями, чтобы они были некоррелиро- 

ваны. В нашем примере время корреляции есть количество обменов, не- 

обходимое, чтобы система перешла из одного микросостояния в другое, 

где последнее не имеет почти никаких общих частиц с первым. Одной 

из оценок времени корреляции служит время, которое требуется систе- 

ме для достижения термодинамического равновесия. В следующей задаче 

мы посмотрим, насколько важны корреляции при вычислении энтропии в 

нашей простой модели. 

“ЗАДАЧА 14.3. Энтропия и корреляции 

а. Модифицируйте программу entropy таким образом, чтобы не про- 

изводить никаких сравнений состояний, отстоящих по времени бли- 

же, чем на время установления равновесия (см. задачу 14.1). Вы- 

числите 5, для М = 10 с различными п, учитывая влияние корреля- 

UHH. 

6. Что говорят вам результаты, полученные в п.«а», о времени 

корреляции, если энтропия, найденная в пП.«а», совпадает с вычис- 

ленной в задаче 14.2? 

14.7. PABHOBECHAS ЭНТРОПИЯ 

Определение энтропии (14.3) применимо к системе, о которой извест- 

но, что она находится в определенном макросостоянии. Однако в нашей 

первоначальной формулировке модели частиц в ящике мы предусматрива- 

ли случайное перемещение частиц из одной половины в другую и, сле- 

довательно, допускали флуктуации п. Для вычисления энтропии систе- 

мы, находящейся в равновесном состоянии, т.е. в условиях нефиксиро- 

ванного макросостояния, мы обобщим определение (14.3) и запишем 

$ = ) 2,5, (14.5) 
п
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где P —paBHOBeCHaA вероятность появления макросостояния п; сумми- 

рование производится по всем макросостояниям. 

ЗАДАЧА 14.4. Равновесная энтропия 

а. Для модели частиц в ящике вероятность P суть вероятность по- 

явления макросостояния с NM частицами слева. P может быть вычис- 

лена точно путем подсчета числа микросостояний, отвечающих мак- 

росостоянию п, и деления на полное число возможных микросостоя- 

ний. Воспользуйтесь результатами табл. 14.1 и вычислите P для 

М = 10. 

6. Простая процедура вычисления P по последовательности состо- 

яний, заключается в том, что подсчитывается количество появлений 

каждого макросостояния и эта сумма делится на полное число собы- 

тий. Модифицируйте программу Бох, чтобы вычислялась Py Возьмите 

М = 10 и сравните свои результаты для Р, с точными, найденными в 

п. «а». 

в. Вычислите равновесную энтропию, используя соотношение (14.5) 

и вероятности P и Зи подсчитанные в пП.«б» и задаче 14.2 соот- 

ветственно. 

г. Как соотносятся ваши результаты для S, найденные в п.«в», с 

энтропией Ss, для п = 5? Kak бы соотносилась равновесная энтропия 

с $, для п = №2, если М > 1? 

14.8. ЭНТРОПИЯ И ХАОС 

В гл. 7 мы рассматривали простую модель удвоения периода, поведение 

которой напоминало наступление хаоса в турбулентных системах. Эта 

модель описывается разностным уравнением 

Xap = 47% (1 - ¥,). (14.6) 

Мы нашли, что отображение (14.6) проявляет периодическое либо хао- 

тическое поведение в зависимости от величины управляющего параметра 

г. Возможно, применение метода Ма вычисления энтропии позволит
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глубже понять природу области хаоса. Мы разбиваем отрезок [0,1] на 

N равных частей и описываем каждое микросостояние модели величиной 

х. макроскопическое состояние модели характеризуется параметром г. 

Энтропия вычисляется путем подсчета числа совпадений. Для г < и 

достаточно больших N мы предполагаем, что энтропия будет достигать 

некоторого предельного значения, не зависящего от N. Как зависит OT 

№ энтропия при Г > г? Если микроскопическое состояние никогда не 

повторяется, мы предполагаем, что энтропия будет возрастающей функ- 

цией от М№ и не достигнет предельного значения. 

ЗАДАЧА 14.5. Энтропия системы с периодическим удвоением 

а. Составьте подпрограмму, которая вычисляет частоту совпадений 

для квадратичного отображения (14.6). Выберите такое значение г, 

чтобы x, было периодическим, например г = 0.85, и удостоверь- 

тесь, что метод совпадений Ма правильно определяет число возмож- 

ных значений x, Покажите, что для больших N энтропия не зависит 

от N. Влияет ли на ваши результаты тот факт, что операции с чис- 

лами компьютер производит с конечным числом знаков? 

6. Рассмотрите макросостояние г = 1, относительно которого из- 

вестно, что между х = 0 и 1 нет никаких областей, где не побыва- 

ла бы x. Такой выбор г соответствует области «максимального» 

хаоса. Определите энтропию как функцию от М. 

в. Для определенных значений г > г. (например, г = 0.91) траек- 

тория х кажется хаотичной, но, возможно, имеются области xX, ко- 

торые могут быть непосещаемы. Определите энтропию в этой области 

как функцию от N. Влияет ли на ваши результаты в этой области 

то, что компьютер оперирует с числами с конечным числом знаков? 

Чтобы отличить «истинно» хаотическую область от «почти» хаоти- 

ческой, потребовалось бы детальное и кропотливое исследование. 
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МИКРОКАНОНИЧЕСКИЙ АНСАМБЛЬ 

В этой главе мы моделируем микроканонический ансамбль и «открываем» 

распределение Больцмана для систем, находящихся в тепловом контакте 

с тепловым резервуаром.
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15.1. ВВЕДЕНИЕ 

Моделирование молекулярной динамики в гл. 6 и задача «частиц в ящи- 

Ke» из гл. 14 дали нам представление о некоторых качественных свой- 

ствах макроскопических систем, например необратимости приближения к 

равновесию и существовании равновесных флуктуаций макроскопических 

величин. В настоящей главе мы используем методы Монте-Карло для мо- 

делирования равновесных свойств систем с многими степенями свободы. 

Этот круг задач позволит нам изучить методы статистической механики 

и ввести понятие температуры. 

В какой-то степени благодаря численному моделированию статисти- 

ческая механика добилась в последние годы многих впечатляющих ре- 

зультатов. Область приложений статистической механики простирается 

от традиционных задач плотных газов и жидкостей до исследования фа- 

зовых переходов, физики частиц и теорий ранней Вселенной. Фактичес- 

ки, используемый в этой главе алгоритм был разработан физиком, ко- 

торый заинтересовался возможностями численного моделирования для 

прогнозирования экспериментально проверяемых величин из «теорий ка- 

либровки на решетках», т.е. теорий, применяемых для описания фунда- 

ментальных взаимодействий элементарных частиц. 

15.2. МИКРОКАНОНИЧЕСКИЙ АНСАМБЛЬ 

Рассмотрим сначала замкнутую систему, у которой число частиц М, 

объем У и полная энергия Е фиксированы. Предположим, кроме того, 

что система изолированная, т.е. влиянием внешних параметров, таких, 

как гравитационные и магнитные поля, можно пренебречь. Мы знаем, 

что в общем случае замкнутая макроскопическая система стремится пе- 

рейти в стационарное равновесное состояние с максимальным беспоряд- 

KOM, или энтропией. Макросостояние системы характеризуется величи- 

нами N, У и Е. Ha микроскопическом уровне существует в общем случае 

громадное число различных способов, иначе говоря конфигураций, в 

которых может реализовываться данное макросостояние (М№,У,Е). Каждая 

конкретная конфигурация, или микросостояние, является достижимой, 

если его характеристики соответствуют данному микросостоянию. 

Все, что нам известно о достижимых микросостояниях, —это что их 

свойства соответствуют известным физическим характеристикам систе- 

мы. Раз у нас нет никаких причин предпочесть одно микросостояние 

другому, разумно постулировать, что в любой данный момент времени
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система с равной вероятностью может оказаться в любом из своих дос- 

тижимых микросостояний. Чтобы точнее выразить этот постулат равных 

априорных вероятностей, представим себе изолированную систему с Я 

достижимыми состояниями. Вероятность найти систему в микросостоянии 

$ равна 

1/9, если $ — достижимо, 
Р = (15.1) 

у 0 в противном случае. 

Сумма Р. по всем равна единице. 

Средние от физических величин можно определять двумя способами. 

В обычном лабораторном эксперименте измерение физических величин 

производят в течение достаточно большого промежутка времени, чтобы 

в системе успело реализоваться большое число ее достижимых микро- 

состояний. Такие усреднения по времени мы уже выполняли в гл. 6, 

где методом молекулярной динамики рассчитывались средние по времени 

значения таких величин, как температура и давление. С точки зрения 

такого усреднения по времени смысл вероятностей в формуле (15.1) 

заключается в том, что величина Р, дает долю времени, которую одна 

система за время последовательности наблюдений находится в данном 

микроскопическом состоянии 5. 

Несмотря на простой смысл средних по времени, удобно сформулиро- 

вать статистические средние в данный момент времени. Вместо прове- 

дения измерений на одной системе представим себе совокупность, или 

ансамбль, систем, которая составлена из идентичных воображаемых ко- 

пий, характеризующихся одним и тем же макросостоянием. Количество 

систем в ансамбле равно числу возможных микросостояний. В этой ин- 

терпретации вероятности в (15.1) описывают ансамбль тождественных 

систем. Ансамбль систем, характеризуемый величинами ЕЁ, Т, V и onn- 

сываемый распределением вероятностей вида (15.1), называется микро- 

каноническим ансамблем. 

Предположим, что некоторая физическая величина А имеет значение 

As когда система находится в состоянии $. Тогда среднее от А по 

ансамблю дается выражением 

<А> = ) АР, (15.2) $ $ 

$ 

где Р. определено в (15.1). 

Поскольку проведенные рассуждения о временных средних и средних 

по ансамблю остаются все же формальными, рассмотрим простой пример.
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ТАБЛИЦА 15.1. Шестнадцать возможных микросостояний для 
одномерной системы из N = 4 невзаимодействующих частиц. 
Скорости частиц могут равняться Uy или -9,. Буква К от- 

вечает частице, движущейся вправо, а буква [р— влево. 
Масса частиц принята равной единице, и полная (кинети- 

ческая) энергия системы составляет E = 4(0/2) 
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Пусть у нас есть монета и мы хотим знать, с какой вероятностью Р, 

при ее бросании выпадет «орел». Мы можем найти Р,, бросая одну мо- 

нету № раз и вычисляя отношение 

P, = (15.3) 

где п, есть полное число случаев выпадения «орла». Можно ли ожи- 

дать, что всегда при бросании монеты N раз мы получим одинаковое 

значение PY? В то же время мы имеем право рассматривать ансамбль из 

2 одинаковых монет, одна из которых находится в состоянии «орел» и 

другая —в состоянии «решка». Поскольку полное число состояний моне- 

ты @ равно двум, из (15.1) имеем, что Р; = 1/2. Можно предположить, 

что оба метода вычисления Р, дают одинаковый результат. 

С целью проиллюстрировать эти идеи на примере, имеющем более не- 

посредственное отношение к физике, рассмотрим модель, в которой 

частицы различимы, не взаимодействуют и могут иметь только две ско- 

рости Ug и ~Up. Поскольку частицы невзаимодействующие, размер сис- 

темы и положения частиц не имеют значения. В табл. 15.1 изображен 

ансамбль систем, соответствующий N= 4 и Е = Que. Масса частиц счи- 

тается равной единице. 

Перебор всех шестнадцати систем ансамбля позволяет нам вычислить 

для физических величин системы средние по ансамблю. Например, из 

табл. 15.1 видно, что Р„- вероятность того, что число частиц, дви- 

жущихся вправо, равно п, —составляет 1/16, 4/16, 6/16, 4/16, 1/16 

для п = 0,1,2,3 и 4 соответственно. Отсюда среднее число частиц, 

движущихся вправо, равно 

‹п> = ) ПР, = (0-1 + 1-4 + 2-6 + 3-4 + 4-1)/16 = 2.
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15.3. МОДЕЛИРОВАНИЕ МЕТОДОМ МОНТЕ-КАРЛО 

В гл. 6 мы выяснили, что систему многих частиц с заданными N, Уи Е 

можно промоделировать, интегрируя уравнения движения каждой частицы 

и вычисляя средние по времени значения рассматривамых физических 

величин. Как можно выполнить усреднение по ансамблю при заданных М, 

У и Е? В качестве одного из способов можно было бы перебрать все 

микросостояния и вычислить средние по ансамблю от требуемых физи- 

ческих величин, как мы это делали в наших примерах. Однако такой 

подход, как правило, непрактичен, поскольку даже для небольшой сис- 

темы число микросостояний очень уж велико. Следуя духу метода Мон- 

те-Карло, желательно разработать практический метод получения реп- 

резентативной выборки из полного числа микросостояний. Очевидная 

процедура —это зафиксировать N и И, изменить случайным образом ко- 

ординаты и скорости отдельных частиц и принять конфигурацию, если 

она имеет требуемую полную энергию. Данная процедура, однако, весь- 

ма неэффективна, поскольку большинство конфигураций вообще не будут 

иметь требуемую полную энергию и должны быть отвергнуты. 

Эффективную процедуру Монте-Карло предложил Мишель Кройц с co- 

трудниками. Представим себе макроскопическую систему, которая со- 

ставлена из двух «подсистем», а именно исходной рассматриваемой 

системы, называемой далее системой, и подсистемы, состоящей из од- 

ного элемента. В силу исторических причин эта дополнительная сте- 

пень свободы называется «демон». Демон путешествует по системе и 

переносит энергию, когда пытается изменить динамические переменные 

системы. Если демон хранит в своей мантии достаточно энергии, он 

отдает энергию любому элементу системы, которому требуется энергия, 

чтобы произвести требуемое изменение. Наоборот, если требуемое из- 

менение уменьшает энергию системы, то избыточная энергия отдается 

демону. Единственное ограничение состоит в том, что энергия демона 

не может быть отрицательной. В итоге алгоритм принимает следующий 

ВИД: 

а. Выбираем случайным образом частицу и производим пробное измене- 

ние ее координат. 

6. Вычисляем изменение энергии системы, обусловленное изменением 

координат. 

B. Если пробное изменение уменьшает энергию системы, то система 

отдает энергию демону и новая конфигурация принимается.
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г. Если пробное изменение увеличивает энергию системы, то новая 

конфигурация принимается в том случае, если демон имеет доста- 

точную энергию, чтобы передать ее системе. В противном случае 

новая конфигурация отбрасывается и частица сохраняет свои ста- 

рые координаты. 

д. Если пробное изменение не мечяет энергию системы, новая конфи- 

гурация принимается. 

Указанная процедура повторяется до тех пор, пока не будет полу- 

чена репрезентативная выборка состояний. Через определенный проме- 

жуток времени, необходимый для установления равновесия, демон и 

система достигнут компромисса и «договорятся» на какую-то среднюю 

для каждого энергию. Полная энергия остается постоянной, и, по- 

скольку демон представляет только одну степень свободы по сравнению 

с многими степенями свободы системы, можно предположить, что флук- 

туации энергии системы будут малы. 

Откуда следует, что результаты моделирования микроканонического 

ансамбля методами Монте-Карло и усреднения по времени в молекуляр- 

ной динамике одинаковы? Предположение, что оба усреднения дают оди- 

наковые результаты, называют эргодической гипотезой (или, точнее, 

квазиэргодической гипотезой). Хотя в общем случае нельзя показать, 

что оба средних идентичны, найдено, что во всех практически инте- 

ресных случаях они дают одинаковые результаты. 

15.4. ОДНОМЕРНЫЙ КЛАССИЧЕСКИЙ ИДЕАЛЬНЫЙ ГАЗ 

Применим сначала алгоритм демона к классическому идеальному газу. В 

этом случае скорости частиц непрерывны и неограничены. Энергия лю- 

бой конфигурации не зависит от положений частиц, и полная энергия 

есть сумма кинетических энергий отдельных частиц. Следовательно, 

для идеального газа из всех фазовых координат надо рассматривать 

только скорости. Чтобы изменить конфигурацию, мы выбираем случайным 

образом частицу и изменяем ее скорость на случайную величину. Для 

простоты рассматривается только одномерное движение частиц. 

Разумеется, совершенно ни к чему пользоваться алгоритмом демона 

для идеального газа, поскольку в этом случае уменьшение энергии од- 

ной частицы можно легко компенсировать соответствующим увеличением 

энергии другой частицы. Тем не менее обычно неплохо рассмотреть 

сначала простой пример.
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Программа 14еа! 4етоп, листинг которой приведен ниже, является 

примером микроканонического моделирования методом Монте-Карло одно- 

мерного идеального классического газа. Считается, что частицы имеют 

одинаковые начальные скорости. Переменные vinitial и dumax, задава- 

емые в подпрограмме initial, определяют масштаб скорости и макси- 

мальное изменение скорости за одно испытание. Параметр птс$ — число 

шагов Монте-Карло на частицу —играет в моделировании методом Монте- 

Карло важную роль. Смысл этой величины состоит в том, что в среднем 

в одном расчете демон пытается изменить скорость каждой частицы 

птс$ раз. 

PROGRAM ideal_demon 

| алгоритм демона для одномерного идеального классического газа 

ОМА vel( 100) 

RANDOMIZE 

CALL initial( N, nmcs, esystem, edemon, vel, vtot, dvmax) 

FOR imcs = 1 to nmcs 

CALL changes(N, esystem, edemon, vel, vtot, escum, vcum, edcum, dvmax, accept) 

NEXT imes 

CALL averages(N, nmcs, escum, vcum, edcum, accept) 

END 

SUB initial (М, nmcs, esystem, edemon, vel( ), vtot, dvmax) 

INPUT prompt "число частиц = ”: М 

INPUT prompt "число шагов Монте-Карло на частицу = ": nmcs 

INPUT prompt “начальная энергия системы = ": esystem 

LET edemon = 0 | начальная энергия демона 

INPUT prompt “максимальное изменение скорости = ": dvmax 

LET ут На! = sqr(2*esystem/N) ! делим энергию поровну между частицами 

Гу всех частиц одинаковые начальные скорости 

РОК ipart = 1 to М 

LET vel(ipart) = vinitial 

LET vtot = vtot + vinitial | полная скорость системы 

NEXT ipart 

END SUB
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SUB changes ( М, esystem, edemon, vel( ), vtot, escum, vcum, edcum, футах, accept) 

FOR i = 1 to N 

LET dv = (2«rnd - 1)*dvmax | пробное изменение скорости 

LET ipart = int(rnd*N + 1) | берем случайную частицу 

LET ума! = vel(ipart) + dv | пробная скорость 

LET de = .5*(vtrial*vtrial - vel(ipart)*vel(ipart)) | изменение энергии 

IF (de <= edemon) then 

LET vel(ipart) = virial 

LET vtot = vtot + dv | полная скорость системы 

LET accept = accept + 1 

LET edemon = edemon - de 

LET esystem = esystem + de 

END IF 

| накапливаем данные после каждого испытания 

САЦ. data( esystem, edemon, vtot, escum, vcum, edcum) 

NEXT i 

END SUB 

SUB data (esystem, edemon, vtot, escum, vcum, edcum) 

LET edcum = edcum + edemon 

LET escum = escum + esystem 

LET vcum = vcum + ую 

END SUB 

SUB averages (N,nmcs, escum, vcum, edcum, accept) 

LET norm = 1/(nmcs*N) 

LET edave = edcum*norm | средняя энергия демона 

LET accept = accept*norm | коэффициент принятия 

| средние системы на частицу 

LET norm = norm/N 

LET esysave = escum*norm | средняя энергия на частицу системы 

LET уауе = vcum*norm | средняя скорость на частицу системы 

PRINT “средняя энергия демона = "; edave 

и РКИМТ “средняя энергия системы на частицу = 

п". ; уауе 

; esysave 

PRINT "средняя скорость на частицу = 
и PRINT "коэффициент принятия = "; accept 

END SUB
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ЗАДАЧА 15.1. Моделирование идеального газа методом Монте-Карло 

а. Выполните программу ideal_demon, взяв в качестве начального 

условия скорости всех частиц одинаковыми. Масса частиц считается 

равной единице. Возьмите для своих первых запусков следующие 

численные значения параметров: № = 20, начальная полная энергия 

esystem = 10, dumax = 2 и птс$ = 50. Увеличивайте число шагов 

Монте-Карло на частицу птс$ до тех пор, пока требуемые средние 

не станут постоянными с точностью в несколько процентов. 

6. Чему равна начальная средняя скорость на частицу? Чему равно 

равновесное значение средней скорости на частицу? 

в. Вычислите среднюю энергию демона и среднюю энергию системы на 

частицу. Зависят ли результаты, полученные в п.п. «а» и «б», от 

того, выбираются ли частицы случайно или последовательно? 

г. Возьмите esystem = 20 и найдите значение dumax, при котором 

коэффициент принятия получается равным около 50%. После того как 

установится равновесие, вычислите среднюю энергию демона и сред- 

нюю энергию системы на частицу. Затем рассмотрите esystem = 40 и 

получите приближенное соотношение между средней энергией демона 

и средней энергией системы на частицу. 

д. Моделирование микроканонического ансамбля методом Монте-Карло 

проводится при фиксированной полной энергии независимо от темпе- 

ратуры. Определим температуру соотношением 5 то” = Г 

где 5 тко", есть средняя кинетическая энерги на частицу. Положим 

постоянную Больцмана Re равной единице. Используя это соотноше- 

ние, получите Ta Связана ли Г :п CO средней энергией демона? 

е. Какой смысл имеет «коэффициент принятия», определяемый в 

программе ideal_demon? Каково эмпирическое соотношение между ко- 

эффициентом принятия и dumax/vinitial? 

15.5. ТЕМПЕРАТУРА И КАНОНИЧЕСКИЙ АНСАМБЛЬ 

Несмотря на простоту идеи микроканонического ансамбля, он не отра- 

жает ситуацию, наблюдаемую в лаборатории. Дело в том, что лабора- 

торные системы не являются замкнутыми, а находятся в тепловом KOH-
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такте с окружающей средой. За счет этого теплового контакта осу- 

ществляется обмен энергией между лабораторной системой и окружающей 

средой в виде тепла. Обычно лабораторная система мала по сравнению 

с окружающей средой. Большая система, имеющая намного больше степе- 

ней свободы, называется тепловым резервуаром или тепловой баней. 

Рассмотрим теперь более реалистичный случай, когда условие по- 

стоянства полной энергии будет относиться к составной системе, CO- 

стоящей из лабораторной системы и теплового резервуара, а энергия 

лабораторной системы может меняться. Представим себе большое число 

воображаемых копий лабораторной системы и теплового резервуара. 

Рассматриваемые как единое целое, лабораторная система вместе с 

тепловым резервуаром являются изолированными и могут быть описаны 

микроканоническим ансамблем. Однако, поскольку нас интересуют рав- 

новесные значения физических величин, описывающих лабораторную сис- 

тему, желательно знать вероятность P с которой лабораторная сис- 

тема обнаруживается в состоянии 5$ с энергией E . Ансамбль, который 

описывает распределение вероятностей состояний лабораторной  cuHcTe- 

мы, находящейся в тепловом равновесии с тепловым резервуаром, назы- 

вается каноническим. 

Вообще, в качестве лабораторной системы может выступать любая 

макроскопическая система, которая гораздо меньше теплового резерву- 

ара. Например, это могут быть затонувшие в океане сокровища, причем 

океан действует как тепловой резервуар. Лабораторной системой может 

быть столь малый объект, как отдельная частица, если ее можно на 

дежно выявить среди частиц резервуара. Примером такой лабораторной 

системы служит демон. Следовательно, мы вправе считать, что демон 

является лабораторной системой, микроканоническое состояние которой 

определяется только ее энергией. 

Наш метод отыскания формулы распределения вероятностей в канони- 

ческом ансамбле заключается в том, чтобы выполнить численное моде- 

лирование демона, который обменивается энергией с идеальным газом 

из / частиц. Сам идеальный газ будет играть роль тепловой бани, и 

мы будем определять вероятность РЕ) того, что демон имеет энергию 

Ey В задаче 15.2 мы найдем, что формула P(E) имеет вид: 

РЕ.) = 7 oe (СЕ /ЕРТ), (15.4) 

где 2—нормировочныий множитель, выбираемый из условия равенства 

единице суммы по всем состояниям демона. Параметр Т в (15.4) назы-
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вается абсолютной температурой. Если Т измерять в градусах Кельви- 

наа то постоянная Больцмана равна АВ = 1.38.1016 эрг* град`\. Рас- 

пределение вероятностей (15.4) называется распределением Больцмана 

или каноническим распределением. 

Отметим, что распределение Больцмана характеризуется температу- 

рой. Если предположить, что формула (15.4) применима для любой ла- 

бораторной системы, находящейся в тепловом равновесии с тепловой 

баней, то мы увидим, что в каноническом ансамбле всякое макрососто- 

яние определяется параметрами 7, N и V. По сравнению с этим в мик 

роканоническом ансамбле макросостояние характеризуется величинами 

Е, Ми V. 

Формула (15.4) распределения Больцмана обеспечивает простой спо- 

соб вычисления Т по средней энергии <ЁЕ р демона. Поскольку <E P 

равняется 

‹Ер = { Eexp(-E/k,T)dE / | exp(-E/k,I)dE = kgf, (15.5) 
B 

то понятно, что Т есть просто средняя энергия демона, поделенная на 

Rp Заметим, что результат <E > = RT в (15.5) справедлив, только 

если энергия демона может принимать непрерывные значения. 

ЗАДАЧА 15.2. Распределение Больцмана 

а. Добавьте к программе ideal demon подпрограмму, которая вычис- 

ляет распределение вероятностей РЕ) демона и его среднюю энер- 

гию. Нарисуйте график логарифма РЕ) как функцию от Е и про- 

верьте формулу (15.4) распределения Больцмана. Чему равен угло- 

вой коэффициент этого графика? Выберите такую систему единиц, в 

которой k, равняется единице, и оцените соответствующую величину 

Г. Параметры возьмите те же, что использовались в задаче 15.1. 

6. Определите величину Т из выражения (15.5). Совпадают ли ваши 

две оценки T ? 

в. Сравните значение 7, полученное в п.п. «а» или «б», со значе- 

нием Т, найденным в задаче 15.1 с помощью кинетического опреде- 

ления температуры. Находится ли демон в тепловом равновесии со 

своей тепловой баней?
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15.6. МОДЕЛЬ ИЗИНГА 

Простейшей и самой распространенной в статистической физике моделью 

системы фазовых взаимодействий является модель Изинга. С этой мо- 

делью связана богатая история, которую расписал Браш (см. список 

литературы). Модель была предложена Ленцем и исследована его дип- 

ломником Изингом с целью изучения фазового перехода из парамагнит- 

ного состояния в ферромагнитное. Изинг рассчитал термодинамические 

свойства модели в одномерной постановке и нашел, что в ней фазовый 

переход отсутствует. Однако в двумерном и трехмерном случаях модель 

Изинга действительно обнаруживает переход. Природа фазового перехо- 

да в двумерном случае и приложения модели Изинга к столь несхожим 

системам, как ферромагнетики и антиферромагнетики, бинарные сплавы, 

жидкости и немагнитные материалы, рассматриваются в гл. 16. 

Чтобы познакомиться с моделью Изинга, рассмотрим решетку, содер- 

жащую N узлов, и предположим, что с каждым узлом решетки { связано 

число 5$, где $, = +1, если спин ориентирован «вверх», и $, = -1, 

если он ориентирован «вниз». Любая конкретная конфигурация, т.е. 

микросостояние решетки, задается набором переменных 151,50». -›5) 

для всех узлов решетки. 

Мы знаем, что макроскопические свойства системы определяются 

свойствами ее достижимых микросостояний. Следовательно, необходимо 

знать зависимость энергии Е от конфигурации спинов. Полная энергия 

при наличии магнитного поля А в модели Изинга равняется 

Е = 1) ss, _ ny S. (15.6) 

<i, [> i=1 

где первая сумма в (15.6) берется по всем ближайшим соседним парам 

спинов, а вторая сумма—по всем спинам решетки. Константа обменного 

взаимодействия J является мерой силы взаимодействия между ближайши- 

ми соседними спинами (рис. 15.1). Если J > 0, то состояния TT и ||, 

которые характеризуются одинаковой ориентацией спинов ближайших со- 

ин ни 
Рис. 15.1. Энергия взаимодействия между ближайшими соседними спина- 
ми в отсутствие внешнего магнитного поля.
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седей, энергетически выгоднее по сравнению с COCTOAHK:MH JT] и IT, у 

которых соседние спины ориентированы в противоположные стороны. 

Следовательно, можно ожидать, что для J > 0 состояние с наименьшей 

полной энергией является ферромагнитным, т.е. в среднем суммарное 

число спинов, ориентированных в одном насравлении, не равно нулю. 

Если J < 0, предпочтительнее состояния TL и ||, для которых сосед- 

ние спины антипараллельны, и можно ожидать, что состояние с наи- 

меньшей энергией является антиферро`.агнитным, т.е. спины упорядоче- 

ны через один. Если наложить внеп:нее «магнитное поле» A, направлен- 

ное вверх, то спины JT и | приобретают дополнительную внутреннюю 

энергию, равную -йЁ и +h соответственно. Отметим, что A измеряется в 

таких единицах, что магнитный момент на спин равен 1. 

Важным достоинством модели Изинга является ее простота. В ряду 

упрощающих предположений, положенных в основу модели, отметим та- 

кие: в ней пренебрегается кинетической энергией атомов, связанных C 

узлами решетки; в энергии взаимодействия учитывается вклад только 

ближайших соседей и предусматривается только два дискретных состоя- 

ния для спинов. Несмотря на простоту модели, мы увидим, что она 

проявляет интересные свойства. 

Для хорошо знакомого случая классических частиц, координаты и 

скорости которых могут принимать континуум значений, динамика опре- 

деляется законами Ньютона. В модели Изинга зависимости (15.6) энер- 

гии от спиновой конфигурации недостаточно, чтобы определить времен- 

ные свойства системы. Иными словами, соотношение (15.6) не говорит 

нам, как меняется система при изменении спиновой конфигурации, и 

нам приходится вводить динамику отдельно. Наибольшее распростране- 

ние для спиновых систем Изинга получила динамика «опрокидывания 

спина». В этой динамике спин выбирается случайным образом и пробное 

изменение (испытание Монте-Карло) соответствует опрокидыванию спина 

из состояния Т в | или из | в Т. Другая динамика для модели Изинга 

обсуждается в гл. 16. 

Применим теперь алгоритм демона к моделированию модели Изинга в 

микроканоническом ансамбле. В одномерной модели Изинга демон должен 

выбирать спины случайно, чтобы не попадать на периодически повторя- 

ющиеся конфигурации. Поскольку нас интересуют свойства бесконечной 

системы, нужно учесть краевые условия. В качестве простейшего крае- 

вого условия выбирается «свободная граница», означающая, что спины 

в узлах 1 и М№ взаимодействуют только с одним ближайшим соседом. Bo- 

обще говоря, лучше выбирать периодические (тороидальные) краевые
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условия. В этом варианте решетка превращается в кольцо и спины в 

узлах 1 и М№ взаимодействуют друг с другом., а значит, имеют такое 

же число взаимодействий, что и остальные спины. 

Чему равны некоторые средние физические величины, которые жела- 

тельно вычислить? Очевидной физической величиной является суммарный 

магнитный момент, или намагниченность М, определяемый формулой 

М = > 5. (15.7) 

(Напомним, что мы положили магнитный момент спина равным единице.) 

Обычно интерес представляют средние значения величины <M> и флукту- 

ации <M?> - «М>? как функции температуры системы и наложенного маг- 

нитного поля. Зависимость температуры от энергии можно определять 

двумя способами. Один состоит в измерении вероятности того, что де- 

мон имеет энергию Ey Поскольку мы знаем, что эта вероятность про- 

порциональна ехр(-ЁЕ /k,T), то можно определить температуру из гра: 

фика логарифма вероятности как функции от EY Более легкий способ 

определения температуры — измерять среднюю энергию демона. Однако 

поскольку в модели Изинга значения энергии демона не непрерывны, то 

температура не пропорциональна средней энергии демона, как это име- 

ет место для идеального газа. В приложении 15А мы показываем, что в 

пределе бесконечной системы температура для A = 0 связана с Е со- 

отношением 

kT /I = 4 | (15.8) 
In(l + 4//Е 

Формула (15.8) получается в результате замены интегралов в выраже- 

нии (15.5) суммами по всем возможным значениям энергии демона. За- 

метим, что в пределе [J7E | «1 формула (15.8) переходит в равенст- 

во kf = Ey что и следовало ожидать. 

В программе Ising demon реализовано микроканоническое моделиро- 

вание одномерной модели Изинга с использованием периодических крае- 

вых условий и динамикой опрокидывания спина. Когда начальная конфи- 

гурация выбрана, алгоритм демона аналогичен алгоритму, описанному в 

разд. 15.3. Однако по сравнению с идеальным газом в одномерной мо- 

дели Изинга спины нужно выбирать случайным образом.
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PROGRAM 1!5тд_4етоп 

| алгоритм демона для одномерной модели Изинга 

ОМ s( 1000) 

RANDOMIZE 

CALL initial{N, nmcs, esystem, edemon, $, J, К, mag) 

FOR imcs = 1 to птс$ 

FOR i = 1 to N 

CALL changes(N, esystem, edemon, $, J, В, mag, accept) 

| накопление данных после каждого пробного опрокидывания 

CALL data(esystem,edemon, mag, езсит, magcum, mag2cum, edcum) 

NEXT i 

NEXT imcs 

CALL averages(N,nmcs, J,escum, magcum, mag2cum, edcum, accept) 

END 

SUB initial (М, птс$, esystem, edemon, s( ), J, В, mag) 

INPUT prompt "число спинов = ": М 

INPUT prompt "число шагов Монте-Карло на спин = ": птс$ 

LET h = 0 | внешнее магнитное поле 

INPUT prompt "константа обменного взаимодействия = ": | 

INPUT prompt "искомая полная энергия = ": esi 

| начальная конфигурация спинов в состоянии с минимальной энергией 

FOR ispin = 1 to М 

LET s(ispin) = 1 

NEXT ispin 

LET mag = N | суммарная намагниченность 

| вычисляем начальную энергию системы 

LET esystem = -(J + h)*N 

LET edemon = 4*J*int((esi - esystem)/( 4*J)) 

PRINT “полная энергия = "; esystem + edemon 

END SUB
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SUB changes ( М, esystem, edemon, s( ), J, В, mag, accept) 

LET ispin = int(rnd*N + 1) | случайный спин 

| значения соседних спинов находим из периодических краевых условий 

IF ispin = 1 then 

LET left = s(N) 

ELSE 

LET left = s(ispin - 1) 

END IF 

IF ispin = N then 

LET right = s(1) 

ELSE 

LET right = s({ispin + 1) 

END IF 

! spin flip dynamics 

LET de = 2xs(ispin)*(-h + Jx(left + right)) ! пробное изменение энергии 

IF de <= edemon then 

LET s(ispin) = -s(ispin) 

LET mag = mag + 2*s(ispin) 

LET accept = accept + 1 | число принятых изменений 

LET edemon = edemon - de 

LET esystem = esystem + de 

END IF 

END SUB 

SUB data (esystem, edemon, mag, escum, magcum, mag2cum, edcum) 

| накопление данных 

LET edcum = edcum + edemon 

LET escum = escum + esystem 

LET magcum = magcum + mag 

LET mag2cum = mag2cum + mag*mag 

END SUB
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SUB averages (N,nmcs, J,escum, тадсит, mag2cum, edcum, accept) 

LET norm = 1/(N*nmcs) | данные собраны по каждому испытанию 

LET едауе = edcum*norm 

LET accept = accept*norm | коэффициент принятия 

! средние на спин 

LET norm = norm/N 

LET es_ ave = escum*norm 

LET magave = magcum*norm 

LET mag2ave = mag2cum*norm 

PRINT "средняя энергия демона = ";е4ауе 

PRINT “средняя энергия системы на спин = "; es ave 

PRINT “средняя намагниченность на спин = "; тадауе 

PRINT "средний квадрат намагниченности на спин = "; тад2ауе 

PRINT “коэффициент принятия = "; accept 

LET temperature = 4*J/log(1 + 4*J/edave) 

PRINT “температура = ”; temperature 

END SUB 

Отметим, что для A = 0 обусловленное опрокидыванием спина изме- 

нение энергии равно либо 0, либо +4/. Отсюда начальная энергия сис- 

темы и демона должна быть кратна 47. Поскольку спины взаимодейству- 

ют, то трудно выбрать начальную конфигурацию спинов, имеющую точно 

требуемую энергию. В процедуре, заложенной в подпрограмму initial, 

все спины в начальной конфигурации выбираются ориентированными 

«вверх», т.е. формируется конфигурация с минимальной энергией. Пре- 

имущество данной конфигурации в том, что можно легко вычислить пол- 

ную энергию. После этого энергия демона выбирается так, чтобы пол- 

ная энергия системы и демона равнялась искомому кратному 4.. 

ЗАДАЧА 15.3. Одномерная модель Изинга 

а. Используйте программу Ising demon с М = 100, J=1, h=O0O 4 

требуемой полной энергией esi = -20. Какая начальная энергия 

придается демону в подпрограмме initial? По мере распределения 

энергии демона по N спинам все физические величины медленно Me- 

няются. Вычислите скользящее среднее от энергии демона и М как 

функции числа шагов Монте-Карло на спин («время»). Обратите вни- 

MaHHe, что данные берутся после каждого испытания, а не после 

каждого шага Монте-Карло на`спин. Чему приближенно равно время,
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Рис. 15.2. Одна из 2” возможных конфигураций системы N = 16 спинов 
в модели Изинга на квадратной решетке. Показаны также четыре перио- 
дические копии центральной ячейки. Состояние спина «вверх» обозна- 
чено значком 7, а состояние «вниз» —значком |. Обратите внимание на 
то, что в квадратной решетке число ближайших соседей равно четырем. 
При периодических краевых условиях энергия изображенной конфигура- 
ции равна E = -8/ + 4h. 

необходимое для выхода этих величин на равновесные значения? Мо- 

дифицируйте эту программу таким образом, чтобы в вычислении 

средних от физических величин не учитывались неравновесные кон- 

фигурации. Чему равны средние равновесные значения <E D> <M> и 

<M?>? Для тестирования программы вполне можно взять nmcs = 100, 

при этом точность результатов составит приблизительно 20%. Чтобы 

получить точность не хуже 5%, nmcs должно быть порядка 1000. 

6. Для параметров системы, рассмотренных в п. «а», определите, 

используя соотношение (15.8), равновесную температуру Т. Энергию 

Е измеряйте в единицах J. Чему равна соответствующая энергия 

системы? 

в. Вычислите Е и Т для трех случаев М = 100, /=1 с esi = -40, 

—60 и -80. Сравните полученные результаты с точным ответом для 

бесконечной одномерной решетки, который равен Е/М = -th (J//R,1). 

Kak вычисленные вами результаты для E/N зависят OT числа спинов 

N и количества шагов Монте-Карло на спин? 

2 г. Используя результаты тех же вариантов, вычислите <M*> как
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функцию от Т. Как ведет себя <M*> с ростом Т? Возрастает или 

убывает? 

д. Модифицируйте программу Ising_demon и проверьте, подчиняется 

ли энергия демона распределению Больцмана (15.4). 

*е. Введите ненулевое магнитное поле h и вычислите <E > <M> и 

<М?> как функции от A для заданной полной энергии Е. Являются ли 

возможные значения E произвольными? Прочитайте, что говорится по 

этому поводу в приложении 15A, и определите связь <E р с темпе- 

ратурой для Ah # 0. Больше или меньше равновесная температура при 

той же полной энергии? 

"ЗАДАЧА 15.4. Двумерная модель Изинга 

а. Обобщите программу Ising 4етоп на случай двумерной модели 

Изинга на квадратной решетке с динамикой опрокидывания спинов. 

Возьмите решетку со стороной, равной L. Полное число спинов N 

равняется N = L?. Используйте периодические краевые условия, как 

показано на рис. 15.2, так чтобы спины в левом столбце взаимо- 

действовали со спинами в правом столбце и т. д. 

6. В отличие от одномерного случая в многомерных решетках спины 

можно выбирать как последовательно, так и случайно. Вычислите 

среднюю энергию демона и <M*> как функции от Е. Начальные пара- 

метры удобно выбрать равными L = 5 и Ah =0. С помощью формулы 

(15.8) определите зависимость температуры от энергии системы. 

в. Модифицируйте свою программу, чтобы сделать несколько «сним- 

ков» конфигураций спинов. Опишите качественно вид этих конфигу- 

раций при различных энергиях и температурах. Упорядочены они или 

нет? Имеются ли домены спинов, ориентированных только вверх или 

ВНИЗ? 

"15.7. ПОТОК ТЕПЛА 

Во всех рассмотренных задачах энергия одного демона распределялась 

поровну между всеми спинами. В результате все спины приобретали 

одинаковую среднюю энергию взаимодействия. Много интересных вопро-
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COB возникает в случае, когда система не является пространственно 

однородной и пребывает в неравновесном, но не зависящем от времени 

(стационарном) состоянии. 

Рассмотрим задачу о потоке тепла в однородной модели Изинга. 

Предположим, что вместо распределения энергии одного демона по всем 

узлам каждый узел имеет своего демона. Поток тепла через такую сис- 

тему можно изучать, требуя, чтобы демоны в узлах 1 и М удовлетворя- 

ли условиям, отличным от демонов в остальных узлах. Демон в узле 1 

добавляет энергию в систему, опрокидывая спин 1 так, чтобы он всег- 

да был в состоянии с наибольшей энергией, т.е. ориентирован проти- 

воположно спину 2. Демон в узле М№ забирает энергию у системы, опро- 

кидывая спин N так, чтобы спин N был в состоянии с наименьшей энер- 

гией, т.е. параллелен спину М -1. В результате этих допущений 

энергия передается от узла 1 к узлу М№ посредством демонов, связан- 

ных C другими узлами. Чтобы энергия не скапливалась на «горячем» 

конце цепочки Изинга, мы требуем, чтобы спин 1 мог добавить энергию 

в систему, только если одновременно с этим спин М№ отбирает энергию 

у системы. Поскольку демоны на обоих концах решетки удовлетворяют 

условиям, отличным от условий для остальных демонов, необходимо уб- 

рать периодические краевые условия. 

Температура системы определяется, по сути дела, обобщением соот- 

ношения (15.8), т.е. температура в узле i связана со средней энер-. 

гией демона в узле г. Градиент температуры можно регулировать, из- 

меняя концевые спины со скоростью, отличной от других спинов. Мак- 

симальный градиент температуры получается, если мы изменяем конце- 

вые спины после каждого изменения внутреннего спина. Меньший гради- 

ент температуры получается, если мы изменяем концевые спины реже. 

Градиент температуры между любыми двумя спинами можно определить из 

«температурного профиля», т.е. пространственной зависимости темпе- 

ратуры. Поток энергии можно определить, вычисляя величину энергии, 

входящей в решетку через узел 1 в единицу времени. 

Для реализации указанной процедуры мы модифицируем программу 

Ising_demon, превратив переменные edemon и edcum в массивы. Обычную 

процедуру пересчета спинов мы осуществляем для спинов со 2-го по 

(№М-1)-й, а к спинам 1 и М№ обращаемся с постоянной периодичностью, 

определяемой значением перемэнной nheat. Поскольку о каждом спине 

почти никакой новой информации не образуется до тех пор, пока все 

спины не испытают одно опрокидывание, мы снимаем данные в программе 

conduct только на каждом шаге Монте-Карло на спин, а не после каж- 

дого пробного опрокидывания.
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PROGRAM conduct ! алгоритм многих демонов для 1-4 модели Изинга 

| тепло подводится у спина 1 и отводится у спина М 

ОМА $(1000), edemon(: 1000), edcum( 1000), magcum( 1000) 

RANDOMIZE 

CALL initial(N,nmces, $, ), nheat) 

FOR imcs = 1 to nmes 

FOR ispin = 1 to М - 2 

LET istep = (imcs- 1)*(N- 2) + ispin ! число пробных опрокидываний 

IF (mod(istep, nheat) = 0) then CALL heat(N,J,s,edcum) 

CALL change(N, edemon, $, J, accept) 

NEXT ispin 

CALL data(N,s, edemon, magcum, edcum) 

NEXT imcs 

CALL average(N, nmcs, J, magcum, edcum, accept) 

END 

SUB initial (N,nmcs, s(),J,nheat) 

INPUT prompt "число спинов = ": М 

INPUT prompt "число шагов Монте-Карло на спин = ": nmcs 

INPUT prompt "константа обменного взаимодействия = ": J 

INPUT prompt "период изменения концевых спинов (шаги) = ": nheat 

FOR i = 1 to N | начальная случайная конфигурация 

IF rnd > 0.5 then 

LET s(i) = 1 

ELSE 

LET s(i) 

END IF 

NEXT | 

END SUB 

-1 

SUB change (М, edemon( ), $( ), J, accept) | динамика опрокидывания спина 

! выбираем случайный спин с номером от 2 до М - 1 

LET ispin = int(rnd*(N - 2) + 2) 

LET de = 2ж5(15рт)ж/ж( s(ispin - 1) + s(ispin + 1)) ! пробное изменение энергии 

IF de <= edemon(ispin) then 

LET s(ispin) = - s(ispin) 

LET accept = accept + 1 

LET edemon(ispin) = edemon(ispin) - de 

END IF 

END SUB
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SUB data (М, 5( ), е4етоп( ), magcum( ), edcum( )) 

FOR i 

LET 

LET 

NEXT i 

END SUB 

SUB aver 

INPUT 

OPEN 

=2toN- 1 

edcum(i) = edcum(i) + edemon(i) 

magcum(i) = magcum(i) + s(i) 

age ( М, птс$, J, magcum( ), edcum( ), accept) 

prompt “имя выходного файла = ": out$ 

#1: name ош! $, access output, create new 

LET norm = 1/nmcs 

LET ac 

PRINT 

PRINT 

PRINT 

PRINT 

PRINT 

PRINT 

PRINT 

PRINT 

FOR i 

LET 

LET 

cept = ассержпогт/(М - 2) 

"коэффициент принятия = “; accept 

#1: “коэффициент принятия = "; accept 

"еЧауе(1) = приток тепла, edave(N) = выход энергии” 

tab( 2); "i"; tab( 16); "edave”; tab( 35); "T”; tab( 45); "намагниченность" 

+1: “edave(1) = приток тепла, edave(N) = выход энергии” 

+1: tab( 2); "i"; tab( 16); "едауе”; tab( 35); "T”"; tab( 45); “намагниченность” 

= 1 to N 

edave = edcum(i)*norm 

temperature = 0 

IF edave <> 0 then 

IF (1 + 4*J/edave) > О then 

LET temperature = 4*J/log(1 + 4*J/edave) 

END IF 

END 

LET 

IF 

mag = magcum(i)*norm 

PRINT i, edave, temperature, mag 

PRINT #1: i,edave, temperature, mag 

NEXT i 

CLOSE 

END SUB 

+1
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SUB heat(N, J,s(),edcum( )) 

| попытка добавить тепло у спина 1 и отвести у спина М принимается, 

! только если спины Ти 2 параллельны, а М и М-1 антипараллельны 

IF (s(1)*s(2) = 1) and (s(N)*s(N-1) = -1) then 

LET edcum(1) = edcum(1) + 2*J 

LET edcum(N) = edcum(N) - 2%] 

LET s(1) = -s(1) 

LET s(N) = -s(N) 

END IF 

END SUB 

"ЗАДАЧА 15.5. Одномерный поток тепла 

а. Модифицируйте программу conduct так, чтобы все демоны были 

эквивалентны, т.е. наложите периодические краевые условия и не 

используйте подпрограмму heat. Вычислите среднюю энергию демона 

в каждом узле и, используя формулу (15.8), определите локальную 

температуру узлов. В качестве параметров возьмите N = 22, птс$ = 

= 1000 и J =1. Однородна ли локальная температура? Как соотно- 

сятся ваши результаты со случаем одного демона? 

6. В программе conduct энергия вводится в систему в узле 1 и OT- 

водится в узле М№. Возьмите параметры N = 22, J = 1, nmcs = 1000 

и nheat = 100. Для каждого узла определите среднюю энергию демо- 

на и получите соответствующую локальную температуру. Начертите 

профиль температуры, изображая температуру как функцию номера 

узла. Градиент температуры есть разность температур в узлах от 

(N-1)-ro до 2-го, деленная на расстояние между ними. (Напом- 

ним, что расстояние между соседними узлами принято равным едини- 

це.) Вследствие флуктуаций локальной температуры и концевых эф- 

фектов градиент температуры следует оценивать, аппроксимируя 

профиль температуры в середине решетки прямой линией. Определите 

также среднюю температуру системы. 

в. Плотность теплового потока Q есть поток энергии на единицу 

длины в единицу времени. Поток энергии —это величина энергии, 

которую демон 1 добавляет в систему в узле 1. Удобно измерять 

«время» в единицах шагов Монте-Карло на спин. Определите О для 

параметров, использованных В п. «б».
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г. Если градиент температуры дТ/дх не слишком велик, TO плот- 

ность теплового потока @ пропорциональна 9Т/дх. Можно определить 

удельную теплопроводность К соотношением 

9 = -к9Г. (15.9) 

Используя полученные результаты для ОТ/дх и @, оцените к. Из-за 

ограниченного числа спинов и шагов Монте-Карло ваши результаты 

получатся с точностью только около 20%. Для получения более точ- 

ных результатов потребовалась бы система из по крайней мере 50 

спинов и 10000 —100 000 шагов Монте-Карло на спин. Однако если 

не использовать специальные приемы программирования (см. разд. 

15.8), то для такого варианта потребовался бы уже большой компь- 

ютер. 

д. Максимальные плотность теплового потока и градиент температу- 

ры могут достигаться при nheat = 1. Определите О, профиль темпе- 

ратуры и среднюю температуру при различных значениях пйеа{. Для 

всех ли nheat профиль температуры линеен? Если профиль темпера- 

туры линеен, оцените ДТ/дх и определите к. Зависит ли К от зна- 

чения средней температуры? 

Отметим, что в задаче 15.5 нам удалось рассчитать профиль темпе- 

ратуры, прибегнув к алгоритму, который оперирует только с целыми 

числами. При стандартном подходе надо было бы решать уравнение теп- 

лопроводности, сходное по виду с уравнением диффузии (11.34). 

"ЗАДАЧА 15.6. Профиль намагниченности 

а. Модифицируйте программу conduct, удалив подпрограмму heat и 

ограничив спины 1 и М значениями +1 и -1 соответственно. Оцени- 

те профиль намагниченности, построив графики среднего значения 

спина в каждом узле как функции номера узла. Возьмите параметры 

N = 22, nmcs = 1000 и J = 1. Как меняются ваши результаты с рос- 

том № 

6. Вычислите среднюю энергию демона и по ней локальную темпера- 

туру в каждом узле. Однородна ли температура системы, даже если 

намагниченность неоднородна? Находится ли система в тепловом 

равновесии?
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в. Влияние этого ограничения легче наблюдать в двумерном и трех- 

мерном случаях, чем в одномерном. Составьте программу для дву- 

мерной модели Изинга на квадратной решетке Lx L. Ограничьте 

спины в узле ([,]) значениями +1 и -1 для [=Т и Г = L соответ- 

ственно. Используйте периодическиё краевые условия по у. Как co- 

относятся ваши результаты -с одномерным случаем? 

г. Откажитесь от периодических краевых условий по у и зафикси- 

руйте все граничные спины от Г = 1 до L/2 равными +1, а все ос- 

тальные граничные спины равными -1. Возьмите начальную конфигу- 

рацию, где все спины в левой половине системы равны +1, а все 

остальные -1. Проведите моделирование и изобразите конфигурацию 

спинов после достижения системой равновесия. Соедините на схеме 

каждую пару спинов противоположного знака. Опишите кривую, раз- 

деляющую спины +1 и спины -1. Опишите вид этой кривой. Начните с 

[ = 20 и установите, что будет происходить при увеличении Г. 

15.8. ЗАМЕЧАНИЯ 

Достоинством микроскопического ансамбля является обезоруживающая 

простота постулата равных априорных вероятностей. Главное достоинс- 

тво в проведении численного моделирования с использованием микрока- 

нонического ансамбля, а не других ансамблей состоит в том, что де- 

мон не предъявляет никаких требований к генератору случайных чисел. 

Кройцу с сотрудниками удалось разработать очень быстрые алгоритмы, 

используя один машинный бит на спин и много демонов. Разумеется, 

алгоритм демона обладает также и некоторыми недостатками. Один из 

них связан с трудностями задания системы с требуемой величиной 

энергии. Однако для нас самый важный недостаток заключен в самом 

замысле. Дело в том, что в наших задачах более естественно рассмат- 

ривать поведение макроскопических физических величин в зависимости 

от температуры, а не полной энергии. Поэтому дальнейшие свойства 

модели Изинга мы рассматриваем в гл. 16 в контексте канонического 

ансамбля.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 15А. СВЯЗЬ СРЕДНЕЙ ЭНЕРГИИ ДЕМОНА 

С ТЕМПЕРАТУРОЙ 

Мы знаем, что энергия демона Е ограничена положительными значения- 

ми и определяется формулой EY = E-E, где Е. есть энергия систе- 

мы, a Ер—полная энергия. Как мы установили в задачах 15.2 и 15.3, 

величина энергии демона равна E i с вероятностью, пропорциональной 

ехр (-E /ЁвГ). Предположим, что такое же распределение вероятностей 

справедливо и для любой макроскопической системы, находящейся в 

термодинамическом равновесии. Тогда <E > равно 

ЕО _Я ВиехР(-Е g/ kel) 
< = 

“у ехр(-Е „/ЁБГ) 
(15.10) 

где суммы вычисляются по всем возможным значениям Е, Если в модели 

Изинга спин опрокидывается в нулевом магнитном поле, то минимальная 

ненулевая потеря энергии системы составляет 4/ (рис. 15.3). Следо- 

вательно энергия демона может равняться 0, 4/, 8/, 1271, ... . Если 

мы запишем х = AIR ВТ, то в выражении (15.10) можно выполнить сум- 

мирование, и получим 

0 + xe %+ Эхе-2%+ | x 
<Е /k,T> = =. 15.11 

dé B 14+ e%+ e 2% е* - 1 

Формулу (15.8) можно получить, выразив из (15.11) Т через EY Y6e- 

дитесь самостоятельно, что для решеток с четным числом ближайших 

соседей соотношение (15.11) не зависит от размерности. 

| | 
rtf fat 

} } 
4o осле 

Рис. 15.3. Изменение энергии, обусловленное изменением ориентации 
центрального спина, равно 4/. В общем случае изменение энергии за 
счет опрокидывания спина составляет +25/ + 2h, где $-—суммарный 
спин четырех ближайших соседних спинов.
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Если магнитное поле отлично от нуля, TO возможными энергиями де- 

мона являются 0, 2h, 47-21, 4/+2h,... . Если J кратно hk, то ре 

зультат получается такой же, как раньше, с заменой 4/ на 2h, по- 

скольку возможные значения энергии демона кратны 2h. В противном 

случае нам необходимо по отдельности вычислять суммы в числителе и 

знаменателе (15.10) для всех возможных энергий демона. Проще всего 

вычислить прямо эти суммы на компьютере и составить таблицу значе- 

НИЙ E i в зависимости OT 7 для нескольких значений Ah. Kak правило, 

бывает достаточно учитывать в каждой сумме порядка 10—20 членов.



МОДЕЛИРОВАНИЕ КАНОНИЧЕСКОГО АНСАМБЛЯ 
МЕТОДОМ МОНТЕ- КАРЛО 

Излагаются методы Монте-Карло для моделирования систем, находящихся 

в равновесии с тепловой баней. Рассматриваются приложения к моделям 

магнетизма и жидкостей.
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16.1. КАНОНИЧЕСКИЙ АНСАМБЛЬ 

Большинство физических систем не являются изолированными, а обмени- 

ваются энергией с окружающей средой. Поскольку обычно такая система 

мала по сравнению со своим окружением, будем считать, что любое из- 

менение энергии малой системы не влияет заметным образом на темпе- 

ратуру большой системы. Тем самым большая система действует как 

тепловой резервуар или тепловая баня C заданной абсолютной темпера- 

турой Г. Если малую, но макроскопическую, систему привести в тепло- 

вой контакт с тепловой баней, то система будет стремиться перейти в 

равновесное состояние путем обмена энергией с тепловой баней, и 

этот процесс будет продолжаться до тех пор, пока система не достиг- 

нет температуры бани. 

Представим себе бесконечно большое число воображаемых копий сис- 

темы и тепловой бани. В гл. 15 мы убедились в TOM, что Pp. вероят- 

ность Того, что система находится в микросостоянии $ с энергией Ey 

описывается формулой 

Р_= Foe (-E /k I), (16.1) 
$ 

где 2—нормировка. Ансамбль, определяемый выражением (16.1), назы- 

вается каноническим. Поскольку uP. = 1, то Z равно 

М 

7 = > exp (-E /k 1). (16.2) 

s=1 

Сумма в (16.2) берется по всем М микросостояниям системы. Величина 

Z называется суммой по состояниям системы. 

С помощью формулы (16.1) можно получить среднее по ансамблю от 

рассматриваемых физических величин. Например, средняя энергия равна 

1 <E> = )_ EP. = a Е exp (-ВЕ ). (16.3) 

$ $ 

Заметим, что в каноническом ансамбле возможны флуктуации энергии.
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16.2. АЛГОРИТМ МЕТРОПОЛИСА 

Как можно промоделировать систему № частиц, находящихся в объеме У 

при постоянной температуре Т? Поскольку мы умеем генерировать 

только ограниченное число т из полного числа М конфигураций, то 

можно надеяться получить оценку среднего значения <A> из выражений 

М М 

) A,exP(-BE,)/ ) exp (-BE,) * (16.4) 

) Ajexp(-BE)/ ) exp (-BE,). (16.5) 

где El и А, обозначают полную энергию и значение физической величи- 

ны А в конфигурации 5. Напрашивается простейшая процедура Монте- 

<А> 

2 

Карло, состоящая в TOM, что генерируется случайная конфигурация, 

вычисляются E A_ и произведение A ,exp (-BE ) и подсчитывается CO- 

ответствующий клад этой конфигурации в суммы (16.5). Однако каждая 

такая конфигурация была бы, по-видимому, очень маловероятна и поэ- 

тому давала бы малый вклад в сумму. Вместо этого, как мы увидели в 

целом ряде задач, нужно пользоваться методом существенной выборки и 

генерировать конфигурации в соответствии с функцией распределения 

вероятностей п. Поскольку усреднение будет проводиться по т конфи- 

гурациям смещенной выборки, мы для исключения этого смещения должны 

взвешивать каждую конфигурацию с множителем 1/T 

<А = )_ А, Г exp (-BE,)/) _ Г ехр (-BE)). (16.6) 

Внимательный анализ формулы (16.6) убедит вас в том, что в качестве 

п, целесообразно выбрать само распределение Больцмана, т.е. 

< _ ®®СВЕ,) 16.7 
` У’ exp(-BE,) | 

В результате такого выбора п, величину <A> можно записать в виде 

1 <А = ma) A. (16.8) 
$
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Выбор п, в виде (16.7) предложен Метрополисом и др. (см. список ли- 

тературы). 

В задачах статистической механики выражения «метод Монте-Карло» 

и «метод выборки Метрополиса» —почти синонимы. Хотя в гл. 10 мы го- 

ворили о методе выборки Метрополиса, рассматривая численное интег- 

рирование, его можно легко ввести и применительно к настоящим (и 

исходным) задачам. Ниже мы дадим наиболее общую форму алгоритма 

Метрополиса на примере системы спинов или частиц. 

0. Формируем начальную конфигурацию. 

1. Производим случайное пробное изменение в начальной конфигура- 

ции. Например, выбираем случайным образом какой-нибудь спин и 

пробуем его опрокинуть. Или выбираем случайную частицу и пробу- 

ем переместить ее на случайное расстояние. 

2. Вычисляем AE, т.е. изменение энергии системы, обусловленное 

произведенным пробным изменением конфигурации. 

3. Если АЕ меньше или равно нулю, то принимаем новую конфигурацию 

и переходим к шагу 7. 

4. Если ВЕ положительно, вычисляем «вероятность перехода» W = 

= exp (-АЕ/ БТ). 

5. Генерируем случайное число г в интервале (0, 1). 

6. Если г = У, то новую конфигурацию принимаем, в противном случае 

сохраняем предыдущую конфигурацию. 

7. Определяем значения требуемых физических величин. 

8. Повторяем шаги 1—7 для получения достаточного числа конфигура- 

ций или «испытаний». 

9. Вычисляем средние по конфигурациям, которые статистически неза- 

висимы друг от друга. 

Описанные выше шаги можно интерпретировать как случайное блужда- 

ние. Будем считать различные конфигурации «точками», снабженными 

порядковыми номерами { = 1,2, 3,..., и рассмотрим случайное блуж- 

дание по этим точкам. Шаги 2—6 дают условную вероятность того, что 

в «момент времени» {+1 прохожий будет находиться в точке { при 

условии, что в момент времени ¢ он был в точке |. Поскольку нужно 

вычислять только отношение P(i)/P(j), нормировать P(i) на единицу 

нет необходимости. Заметим, что конфигурации генерируются с вероят- 

ностью, пропорциональной требуемой вероятности, и поэтому все сред- 

ние превращаются в арифметические средние, как в формуле (16.8).
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Поскольку, однако, коэффициент пропорциональности неизвестен, то 

оценить этим способом сумму по состояниям 2 невозможно. 

Доказательство того, что после достаточного числа шагов алгоритм 

Метрополиса генерирует состояния с вероятностью, пропорциональной 

распределению Больцмана, мало дает для физического понимания алго- 

ритма. Вместо этого применим сначала этот алгоритм к идеальному 

классическому газу и классическому магниту в магнитном поле и убе- 

димся, что по прошествии достаточного «времени» алгоритм Метрополи- 

са действительно дает распределение Больцмана. 

Хотя мы выбираем а качестве п, распределение Больцмана, возможны 

и другие варианты, например п, = w exp (-BE ). Принятие другого 

распределения, т.е. с не постоянным значением ш, в некоторых зада- 

чах оказывается полезным (см. список литературы). Кроме того, ука- 

занный выше выбор вероятности перехода W не является единственным 

приводящим к распределению Больцмана в асимптотическом пределе. 

Можно показать, что единственное требование заключается в том, что- 

бы W удовлетворяло принципу «детального равновесия»: 

W(1 —>2) exp (-E,/k pT) = W(2 —1) exp (-E,/k eT), (16.9) 

roe W(1—>2)—BeposTHocTb перехода в единицу времени системы из 

конфигурации 1 в конфигурацию 2. 

16.3. ПРОВЕРКА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ БОЛЬЦМАНА 

Рассмотрим сначала идеальный классический газ и покажем, что алго- 

ритм Метрополиса приводит к распределению Больцмана для отдельных 

микросостояний. Поскольку энергия идеального газа зависит только от 

скорости частиц, то любое микросостояние этой системы полностью 

описывается заданием скорости (или импульса) каждой частицы. Однако 

поскольку скорость есть непрерывная переменная, необходимо описать 

все возможные микросостояния так, чтобы их число было счетным. Как 

обычно, диапазон изменения скорости разбиваем на сколь угодно малые 

дискретные интервалы. Предположим, у нас есть N = 10 частиц и BOS- 

можные значения скорости поделены на двадцать интервалов. Тогда 

полное число микросостояний будет составлять 20. Было бы He толь- 

ко трудно перенумеровать эти 200 состояний, но получение сколько- 

нибудь точной оценки вероятности любого из них потребовало бы недо- 

пустимо много времени.
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Чтобы обойти эту трудность, рассмотрим сначала моделирование Me- 

тодом Монте-Карло одномерного движения одиночной классической час- 

тицы. В программе Boltzmann массив Р содержит вероятность P(E)dE 

того, что энергия системы заключена между Е и E+dE. Отметим, что 

при выбранных единицах измерения температуры k,=1, и поэтому тем- 

пература измеряется в единицах энергии. 

PROGRAM Boltzmann 

| одномерный алгоритм Метрополиса для одной классической частицы 

DIM Р(О to 500) 

RANDOMIZE 

CALL initial( nmcs, nequil, beta, vel, Е, Чутах, nbin, del_E) 

FOR imcs = 1 to nmcs + nequil 

CALL Metropolis( beta, vel, E, dvmax, accept) 

| накапливаем данные после каждого пробного изменения 

IF imcs > nequil then CALL data(E, vel, Есит, Е2сит, усит, Р, nbin, 4е!_Е) 

NEXT imcs | 

CALL ауегадез(птсз, vcum, Ecum, E2cum, P, accept, beta, nbin) 

END 

SUB initial (nmcs, nequil, beta, vel, Е, dvmax, nbin, del_E) 

INPUT prompt “число шагов Монте-Карло = ": птс$ 

INPUT prompt "абсолютная температура = ": T 

INPUT prompt “начальная скорость = ": vel 

INPUT prompt "максимальное изменение скорости = ": dvmax 

LET beta = 1/T 

LET nequil = 0.1*nmcs 

LET Е = 0. 5*уежуе! 

LET del_E = 0.05 I интервал разбиения энергии 

LET nbin = 4*T/del_E | максимальное число интервалов 

END SUB
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SUB Metropolis (beta, vel, Е, dvmax, accept) 

LET dv = (2*rnd - 1)*dvmax ! пробное изменение скорости 

LET virial = vel + dv ! пробная скорость 

LET de = 0.5*(vtrial+vtrial - velxvel) | пробное изменение энергии 

IF de > 0 then 

IF exp(-betaxde) < rnd then 

EXIT SUB | шаг He принимается 

END IF 

END IF 

LET vel = virial 

LET accept = accept + 1 

LET E = E + de 

END SUB 

SUB data (Е, vel, Ecum, E2cum, vcum, P(), nbin, del_E) 

LET Ecum = Ecum + E 

LET E2cum = E2cum + ЕжЕ 

LET vcum = vcum + vel 

CALL probability(E,P, пЫт, 4е!_Е) 

END SUB 

SUB probapbility(E,P(),nbin, del_E) 

LET ibin = E/del_E 

IF ibin > nbin then LET ibin = nbin 

LET P(ibin) = P(ibin) + 1 

END SUB
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SUB averages (nmcs, vcum, Ecum, E2cum, P(), accept, beta, nbin) 

LET norm = 1/nmcs 

LET accept = accept*norm | коэффициент принятия 

LET Eave = Ecum*norm | средняя энергия 

LET E2ave = E2cum*norm 

LET vave = vcum*norm | средняя скорость 

PRINT “средняя энергия ="; Eave 

LET sigma2 = E2ave - EavexEave 

PRINT "средняя скорость ="; vave 

PRINT “коэффициент принятия ="; accept 

PRINT “sigma = "; зак sigma2) 

PRINT “bin”,”P(E)”, "log P(E)” 

FOR ibin = 0 to nbin 

IF P(ibin) > 0.01*norm then |! печатаются только существенные P 

LET prob = p(ibin)*norm 

PRINT ibin, prob, log( prob) 

END IF 

NEXT ibin 

END SUB 

ЗАДАЧА 16.1. Распределение Больцмана 

а. Рассмотрим движение только одной частицы; в этом случае ее 

микросостояния можно характеризовать ее энергией. Строго говоря, 

каждой энергии отвечают два ‘` микросостояния. Почему? С помощью 

программы Boltzmann определите вид распределения вероятностей, 

порождаемый алгоритмом Метрополиса. Возьмите Т = 1.0, dumax = 

= 2.0, птс$ = 1000, vinitial = 0 и вычислите среднюю энергию, 

среднюю скорость и плотность вероятности P(E). 

6. Является ли P(E) возрастающей или убывающей функцией от Е? 

График зависимости In P(E) от Е должен представлять собой прямую 

линию с угловым коэффициентом, равным -1/7. Увеличивайте nmcs до 

тех пор, пока Р(Е) хотя бы приближенно не примет экспоненциаль- 

ную форму. 

в. Насколько хорошо результаты для средней энергии и средней 

скорости, полученные при nmcs = 1000, совпадают с соответствую- 

щими точными значениями? Надо ли выбирать NMCS таким же большим, 

как в п. «б», чтобы получить приемлемую точность ?
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г. Чтобы посмотреть не зависят ли получаемые результаты от на- 

чальных условий, задайте vinitial = 2 и вычислите средние энер- 

гию и скорость. Влияет ли на что-нибудь значение величины Adumax? 

“ЗАДАЧА 16.2. Плоский спин во внешнем магнитном поле 

а. Рассмотрим классический плоский магнит с магнитным моментом 

Up: Этот магнит может ориентироваться в любом направлении в 

плоскости х—у. Энергия взаимодействия между спином и внешним 

магнитным полем В, направленным по оси у, равна “UB cos ф, где 

ф—угол между спиновым моментом и В. Каковы возможные микросос- 

тояния этой системы? Составьте программу по методу Монте-Карло, 

в которой осуществляется выборка конфигураций такой системы, на- 

ходящейся в тепловом равновесии с тепловой баней при температуре 

Г. Рассчитайте среднюю энергию как функцию отношения Uy B/R pT. 

6. Вычислите плотность вероятности P(E) и исследуйте полученные 

результаты таким же образом, как это делалось в задаче 16.1. 

ЗАДАЧА 16.3. Одномерное моделирование классического идеального газа 

а. Модифицируйте программу Boltzmann для моделирования одномер- 

ного идеального газа, состоящего из М№ частиц. Положите М = 20, 

Т = 100 и ames = 209. Сообщите всем частицам! одинаковую началь- 

ную скорость vinitial и в первом варианте задайте ее равной 10. 

Определите значение dumax, максимальное изменение скоростей, ис- 

ходя из условия, чтобы коэффициент принятия составил приблизи- 

тельно 50%. Чему равны средняя кинетическая энергия и средняя 

скорость частиц? 

6. Можно было бы ожидать, что полная энергия идеального газа ос- 

тается постоянной, поскольку частицы не взаимодействуют друг с 

другом и, следовательно, не могут непосредственно обмениваться 

энергией. Чему равно значение начальной энергии системы для 

vinitial = 10? Остается ли полная энергия постоянной? Если энер- 

гия не остается постоянной, объясните, как она изменяется. Объя- 

сните, почему измеренная средняя скорость частиц приблизительно 

равна нулю даже при ненулевых начальных скоростях частиц. 

в. Каков простой критерий . «теплового равновесия»? Оцените число 

шагов Монте-Карло на частицу, необходимых для достижения систе-
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мой теплового равновесия. Какими надо выбрать начальные скорос- 

ти, чтобы система достигала теплового равновесия при температуре 

Т за минимальное время? 

г. Вычислите среднюю энергию на частицу для Г = 10, 100 и 400. 

Чтобы средние вычислялись после достижения системой теплового 

равновесия, обращайтесь к подпрограмме ВАТА только после того, 

как равновесие уже достигнуто. Увеличивайте число шагов Монте- 

Карло до тех пор, пока искомые средние не перестанут заметно ме- 

няться. Чему приблизительно равно значение nmcs, необходимое для 

установления теплового равновесия при М = 10 иТ = 100 и при М = 

= 40 и Т= 100? Если в двух случаях получаются разные значения 

nmcs, то объясните причину этого. 

д. Вычислите вероятность Р(Е)аЕ того, что величина полной энер- 

гии системы N частиц лежит между Е и Е+4Е. Как вы считаете, 

будет ли P(E) пропорциональна exp (-E/R fT)? Постройте график 3a- 

BHCHMOCTH P(E) от Е и опишите качественно ее поведение. Является 

ли график зависимости In P(E) прямой линией? Опишите качествен- 

ные особенности кривой In P(E) как функции от E. 

е. Вычислите среднюю энергию для Г = 10, 20, 30, 90, 100 и 110 и 

оцените теплоемкость. 

ж. Вычислите средний квадрат флуктуаций энергии <AE*> = <E% - 

- <E>* для T = 10 u T = 40. Сравните величину отношения <AE*>/T? 

с теплоемкостью, определенной в п. «ey. 

Возможно, вы удивились, обнаружив в задаче 16.3д, что функция 

P(E) имеет вид гауссоиды, центрированной относительно средней энер- 

гии системы. Иначе говоря, если микроскопические состояния системы 

распределены в соответствии с распределением Больцмана, то функция 

распределения макроскопической величины, такой, как полная энергия, 

имеет форму острого пика около своего среднего значения. 

Теперь рассмотрим моделирование модели Изинга, находящейся в 

равновесии с тепловой баней. Как говорилось в гл. 15, энергия моде- 

ли Изинга определяется выражением 

Е = J) ss, - Hy ) 5, (16.10) 
<{,]|> i
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где $ = +1, J есть мера силы взаимодействия спинов и первая сумма 

берется по всем парам спинов, являющихся ближайшими соседями. ВТто- 

рой член в (16.10) отвечает энергии взаимодействия магнитного мо- 

мента с внешним магнитным полем. 

В задаче 16.4 для моделирования одномерной модели Изинга мы ис- 

пользуем алгоритм Метрополиса с динамикой опрокидывания спинов. В 

указанной динамике возможным пробным изменением является опрокиды- 

вание спина $,—-5, Обратите внимание на то, что параметры J, Re 

и Г не появляются порознь, а встречаются только в безразмерной ком- 

бинации J/k,7T. Если это не оговорено особо, мы будем измерять тем- 

пературу в таких единицах, чтобы J/Rk, = 1. Большинство наших моде- 

лирований будет проводиться для случая Н = 0. 

ЗАДАЧА 16.4. Одномерная модель Изинга 

а. Составьте программу моделирования методом Монте-Карло одно- 

мерной модели Изинга, находящейся в равновесии с тепловой баней. 

Указания: модифицируйте в программе Ising 4етоп (см. гл. 15) 

подпрограмму changes или посмотрите, как сделана программа Ising 

из разд. 16.4, в которой реализован алгоритм Метрополиса для 

двумерной модели Изинга. Рассмотрите только случай нулевого маг- 

нитного поля. Ваша программа должна вычислять среднюю энергию и 

намагниченность решетки и вычерчивать микроскопическое состояние 

системы после каждого шага Монте-Карло на спин. Используйте пе- 

риодические краевые условия. 

6. Задайте М = 20, Т = 1.0, птс$ = 30 и все спины в начальном 

состоянии ориентированными «вверх», т.е. $, = +1. Чему равна на- 

чальная «температура» системы? Визуально изучите микроскопичес- 

кое состояние системы после каждого шага Монте-Карло и оцените 

время, которое требуется системе для достижения равновесия. 

в. Измените начальное условие так, чтобы все спины в начальный 

момент были ориентированы хаотично. Чему равна начальная «темпе- 

ратура» системы? Визуально изучите микроскопическое состояние 

системы после каждого шага Монте-Карло и оцените время, которое 

требуется системе для достижения равновесия. 

г. Задайте N = 20 и просчитайте эволюцию системы к равновесию в 

течение 100 шагов Монте-Карло на спин. Используйте по крайней 

мере 200 шагов Монте-Карло на спин и определите зависимость
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средней энергии <E> и намагниченности <M> от Т в интервале T OT 

0.5 до 5.0. Начертите кривую <E> как функцию от Т и рассмотрите 

ее качественные особенности. Сравните результаты вычислений 

средней энергии с точным ответом (для нулевого магнитного поля) 

<E> = -Nth—_ . (16.11) 
АВГ 

Какие результаты получились у вас для <M>? Зависят ли OHH OT на- 

чальной конфигурации? 

д. Является ли коэффициент принятия возрастающей функцией от Т 

или убывающей? Повышается или понижается эффективность алгоритма 

Метрополиса при низких температурах? 

е. Вычислите плотность вероятности P(E) для системы из 50 спинов 

с Т= 1.0. Примите names = 200. Постройте зависимость In P(E) от 

(Е ~ <E>)? и обсудите ее качественные особенности. 

"ЗАДАЧА 16.5. Другой выбор W 

Другой вариант вероятности перехода, отвечающий принципу деталь- 

ного равновесия (16.9), определяется выражением 

exp(-E,/k,T) 

exp(-E,/k,T) + exp(-E,/k,T) _ 
W(t 2) = (16.12) 

Для реализации данной симметричной формы вероятности перехода 

будем вычислять величину 

exp(-AE/R,T) 
у, = B (16.13) 

exp(-AE/k ,T) + 1 

Отметим, что если AE = 0, то W’ = 1/2 и пробная конфигурация с 

равной вероятностью может быть принята или отклонена. Если 

J/k,T » 1, то при каком виде W’ получится система, быстрее дос- 

тигающая равновесия? Справедливо ли то же самое утверждение для 

ЕВГ < 1?
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15.4. МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВУМЕРНОЙ МОДЕЛИ ИЗИНГА 

Одним из наиболее интересных наблюдаемых в природе явлений является 

ферромагнетизм. Возможно, вы знакомы с материалами, такими как же- 

лезо и никель, которые проявляют спонтанную намагниченность в от- 

сутствии внешнего магнитного поля. Эта ненулевая намагниченность 

присутствует только при температуре ниже вполне определенной темпе- 

ратуры Г называемой температурой Кюри или критической температу- 

рой. При температурах Т > Г. намагниченность пропадает. Тем самым 

Г. отделяет хаотическую фазу при T > Г. от ферромагнитной фазы при 

Г < T 

Несмотря на TO что механизм ферромагнетизма имеет квантовомеха- 

ническую природу и служит объектом интенсивных современных экспери- 

ментальных и теоретических исследований, изучение классической мо- 

дели Изинга в двумерной и трехмерной постановках много дало для по- 

нимания свойств магнитных систем в окрестности фазового перехода. 

Однако в силу своего классического характера и пренебрежения други- 

ми спиновыми компонентами модель Изинга не дает полного описания 

ферромагнетизма, особенно при температурах значительно ниже Г.. В 

частности, в модели Изинга предполагается, что отдельные моменты 

локализованы, и поэтому модель Изинга не применима к металлам, та- 

ким, как железо и никель. 

Для исследования свойств модели Изинга нам необходимо конкрети- 

зировать, какие физические свойства представляют интерес, и разра- 

ботать программу их вычисления. К рассматриваемым обычно равновес- 

ным характеристикам относятся средняя энергия <E>, средняя намагни- 

ченность <M>, теплоемкость С и магнитная восприимчивость XY. Один из 

методов измерения С при постоянном внешнем магнитном поле вытекает 

из определения 

C = д<Е> 16.14а aT ( ) 

Другой метод измерения С основан на использовании связи теплоемкос- 

ти со статистическими флуктуациями полной энергии в каноническом 

ансамбле: 

C = 1 (<cB% - В?) (16.146) 
ЕТ 

Магнитная восприимчивость YX является другим примером «функции 

отклика», поскольку она характеризует способность системы «OTKJIH-
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каться» или опрокидываться за счет изменения во внешнем магнитном 

поле. Изотермическая магнитная восприимчивость при нулевом поле оп- 

ределяется посредством термодинамической производной 

(16.15а) 

Восприимчивость при нулевом поле можно связать с флуктуациями на- 

магниченности в системе: 

х = oo Ms - «М№?), (16.156) 

где <M> и «М?» отвечают нулевому полю. Соотношения (16.146) и 

(16.156) являются примерами общего соотношения между функциями отк- 

лика и равновесными флуктуациями. Для полноты они выводятся в при- 

ложении 16А. 

Теперь, когда мы конкретизировали некоторые интересующие нас 

равновесные величины, нам надо реализовать алгоритм Метрополиса. 

Этот алгоритм был сформулирован в разд. 16.2 как рецепт для reHepa- 

ции состояний с требуемым распределением Больцмана. Однако алгоритм 

с динамикой «опрокидывания спина» является вполне разумным прибли- 

жением к реальной динамике анизотропного магнита, спины которого 

связаны с колебаниями решетки. В этом случае связь приводит к бес- 

порядочному опрокидыванию спинов и можно ожидать, что один шаг Мон- 

те-Карло на спин пропорционален среднему времени между опрокидыва- 

ниями спинов, наблюдаемому в лабораторном эксперименте. Следова- 

тельно, мы можем рассматривать динамику опрокидывания спина как на- 

стоящий нестационарный процесс и наблюдать релаксацию к равновесию 

по прошествии достаточно больших времен. 

Ниже мы разработаем программу Ising для моделирования методом 

Монте-Карло двумерной модели Изинга, находящейся в контакте с теп- 

ловой баней. С точки зрения вычислительных затрат одним из самых 

трудоемких элементов алгоритма Метрополиса является вычисление экс- 

поненты exp(-BAE), где В = 1/т. Однако, как видно из рис. 16.1, 

для модели Изинга имеется лишь небольшое число возможных значений 

BAE. Поэтому с целью экономии машинного времени мы запоминаем не- 

сколько различных вероятностей опрокидываний спина в массиве w. OT- 

метим, что если опрокидывание не принимается и оставляется старая 

конфигурация, то тепловое равновесие не будет правильно описывать- 

ся, если при вычислении средних не учитывать старую конфигурацию
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Рис. 16.1. Пять возможных переходов в модели Изинга квадратной ре- 
шетки с динамикой опрокидывания спина. Изменения энергии равны со- 
ответственно 87, 47, 0, -4/ и -8.. 

еще раз. Отметим также, что в подпрограмме data значения всех физи- 

ческих измеряемых величин регистрируются после каждого шага Монте- 

Карло; оптимальный промежуток времени для «снятия показаний» физи- 

ческих величин исследуется в задаче 16.8. 

PROGRAM Ising | алгоритм Метрополиса 

! для двумерной модели Изинга на квадратной решетке 

ОМ зр!м( 32, 32), ми (-4 to 4) 

CALL initial(N,L,T,nmes, spin, Е, М, м) 

РОК imcs = 1 to nmes 

CALL Metropolis(N,L, spin, Е, М, w, ratio) 

CALL data(E,M, ecum, e2cum, mcum, m2cum) 

NEXT imes 

CALL output(N, nmcs, ecum, e2cum, mcum, m2cum, ratio) 

CALL save_config(N,L,T, spin) | 
END
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В подпрограмме initial выбирается начальная ориентация спинов, 

вычисляются начальные значения энергии и намагниченности и рассчи- 

тываются значения различных вероятностей перехода. Более подробно 

начальные условия рассмотрены в задаче 16.6. Обратите внимание на 

то, что при вычислении полной энергии мы учитываем взаимодействие 

каждого спина только с ближайшими соседними спинами сверху и слева. 

Таким образом, энергия каждого спин-спинового взаимодействия вычис- 

ляется только один раз и тем самым мы избегаем двойного счета. 

SUB initial (М, Ё, Т, птсз, spin(, ), Е, М, м(()) 

RANDOMIZE 

INPUT prompt "линейный размер решетки =": L 

LET М = La«L | число спинов 
a INPUT prompt "число шагов Монте-Карло на спин = ": nmcs 

INPUT prompt "приведенная температура = ": Т 

РОК y= 1toL | случайная начальная конфигурация 

FOR х= 1 to L 

IF rnd < 0.5 then 

LET spin(x,y) = 1 | спин вверх 

ELSE 

LET spin(x,y) = -1 

END IF 

LET M = M + spin(x, y) | суммарная намагниченность 

МЕХТ х 

МЕХТ у 

FOR y=1toL | вычисление начальной энергии Е 

IF у = L then 

LET up = 1 | периодические краевые условия 

ELSE 

LET up = y + 1 

END IF 

FOR x = 1 to L 

IF x = L then 

LET right = 1 

ELSE 

LET right = x + 1 

END IF 

LET sum = spin(x,up) + spin(right, y) 

LET Е = Е - spin(x, y)*sum | полная энергия 

МЕХТ х
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NEXT y 

| вычисление вероятностей перехода в порядке возрастания энергии 

| индекс массива W равен сумме значений спинов ближайших соседей 

LET е4 = exp(-4/T) 

LET e8 = е4же4 

LET w(4) = e8 

LET w(-4) = 17e8 

LET w(2) = е4 

LET w(-2) = 1/е4 

LET w(0) = 1 

END SUB 

Мы вправе реализовать алгоритм Метрополиса за два шага. Сначала 

проверяется условие АЕ = 0 и в случае его выполнения пробное опро- 

кидывание принимается. Если же условие не выполняется, генерируется 

случайное число и сравнивается с exp(-BAE). Пробное опрокидывание 

принимается, если это случайное число меньше или равно вероятности 

перехода. 

SUB Metropolis (N,L, spin(,),E,M,w(), ratio) 

FOR ispin = 1 to N 

LET x = int(L*rnd + 1) | разыгрываем координату по x 

LET у = int(L*rnd + 1) | разыгрываем координату по у 

| находим соседние спины, используя периодические краевые условия 

CALL periodic(x,y,L,spin,sum) ! считаем сумму 4 ближайших соседей 

IF spin(x,y)*sum <= 0 then 

CALL accept(x, у, М, Е, sum, spin, ratio) 

ELSEIF rnd < w(sum) then 

CALL accept(x, у, М, Е, sum, spin, ratio) 

END IF 

NEXT ispin 

END SUB 

Типичная лабораторная система содержит по крайней мене 1023 спи- 

нов. По сравнению с этим число спинов, изучаемых в вычислительных 

экспериментах, обычно находится в пределах от 32? до 6003. Как мы 

уже указывали по другому поводу, применение периодических краевых 

условий ‚минимизирует эффекты конечного размера. Однако недостаток 

периодических краевых условий состоит в том, что при них минималь- 

ное расстояние между спинами уменьшается до половины длины системы.
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Возможны также и более сложные краевые условия. Например можно 

представить ситуацию, когда у поверхностных спинов имеются дополни- 

тельные соседи, ориентация которых связана со средним спином рас- 

сматриваемой конфигурации в данный момент времени. В подпрограмме 

periodic приняты периодические краевые` условия, как более простые. 

SUB periodic (x,y,L, зрт(, ), зит) 

IF x = 1 then 

LET left = spin(L,y) 

ELSE 

LET left = spin(x - 1,y) 

END IF 

IF x = L then 

LET right = spin(1, у) 

ELSE 

LET right = spin(x + 1,y) 

END IF 

IF y = 1 then 

LET down = spin(x,L) 

ELSE 

LET down = spin(x,y - 1) 

END IF 

IF у = L then 

LET up = spin(x, 1) 

ELSE 

LET up = spin(x,y + 1) 

END IF 

LET sum = left + right + up + down 

END SUB 

SUB accept (x, у, М, Е, sum, spin(, ), ratio) 

LET spin(x,y) = -spin(x, у) 

| нормировка для последующего вычисления коэффициента принятия 

LET ratio = ratio + 1 

LET М = М + 2spin(x, у) 

LET Е = Е - 2x«spin( x, y)*sum 

END SUB
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SUB data (Е, М, есит, e2cum, mcum, т2сит) 

| накапливание данных после каждого шага Монте-Карло на спин 

LET есит = есит + Е 

LET e2cum = e2cum + Е»Е 

LET mcum = mcum + M 

LET m2cum = m2cum + M*M 

END SUB 

SUB output (N,nmcs, ecum, e2cum, mcum, m2cum, ratio) 

LET norm = 1/(nmcs*N) | средние на спин 

LET ratio = гаНожпогт 

LET eave = ecum*norm 

LET e2ave = e2cum*norm 

LET mave = mcum*norm 

LET m2ave = m2cum*norm 

PRINT "коэффициент принятия = ", ratio 

PRINT "средняя энергия на спин = ", еауе 

PRINT "средний квадрат энергии на спин = ",е2ауе 

PRINT "средняя намагниченность = ”, тауе 

PRINT "средний квадрат намагниченности = ”, т2ауе 

END SUB 

В некоторых вычислительных экспериментах процесс установления 

равновесия может занимать заметную часть общего машинного времени. 

Практичнее всего в качестве начальных условий выбирать «равновес- 

ную» конфигурацию из какого-нибудь прежнего расчета, отвечающего 

температуре, близкой к требуемой. Следующая подпрограмма, осуществ- 

ляющая запоминание последней конфигурации пропускаемого варианта, 

может быть включена в программу Ising после подпрограммы output.
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SUB save_config(N,L, Т, spin(, )) 

INPUT prompt “Huma файла для последней конфигурации = ": files 

OPEN #2: name file$, access output, create new 

PRINT #2: T 

FOR у = 1 to L 

FOR x = 1 to L 

PRINT #2: spin(x, y) 

NEXT x 

NEXT y 

CLOSE #2 

END SUB 

Сохраненной конфигурацией можно воспользоваться в последующих 

расчетах, добавив в подпрограмму initial следующие инструкции. 

INPUT prompt “старая конфигурация ( у (да)/п (нет) )?”: old$ 

IF old$ = “у” ог old$ = "У" then 

INPUT prompt "имя файла?”: file$ 

OPEN #1: name file$, access input 

INPUT #1: T 

FOR y=1toL 

FOR x = 1 to L 

INPUT #1: spin(x, y) 

NEXT x 

NEXT y 

CLOSE #1 

ENF IF 

ЗАДАЧА 16.6. Установление равновесия двумерной модели Изинга 

a. Входными параметрами программы Ising являются линейный размер 

решетки Г, число шагов Монте-Карло на спин пПтс$ и температура 

тепловой бани 7. Выполните программу Ising с L = 8 и T = 2, при 

этом задайте все начальные спины направленными вверх. Чему равна 

начальная «температура» системы? Постройте график зависимости 

энергии и намагниченности от «времени» (числа шагов Монте-Карло 

на спин). Сколько времени требуется системе для достижения рав- 

новесия? После достижения системой равновесия запомните какую- 

нибудь типичную конфигурацию.
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6. Визуально исследуйте несколько равновесных конфигураций. Что 

можно сказать о системе: «упорядочена» она или «хаотична»? 

в. Выполните программу Ising с [=8 и Т=1.5 и выберите на- 

чальную конфигурацию спинов такой же, как в п. «а», т.е. напра- 

вьте все спины вверх. За какое время эта система достигает рав- 

новесия? Задайте теперь в качестве начальной конфигурации конфи- 

гурацию, запомненную в п. «а» для Т = 2.0. Сравните относитель- 

ные времена достижения равновесия для обеих конфигураций. 

г. Визуально исследуйте несколько равновесных конфигураций для 

Г = 1.5. Являются ли эти конфигурации более или менее упорядо- 

ченными, чем конфигурации в п. «а»? 

Теперь, когда мы получили типичные равновесные конфигурации, хо- 

телось бы рассчитать средние значения некоторых рассматриваемых фи- 

зических величин. Предположим, что требуется вычислить среднее зна- 

чение физической величины A. Обычно расчет А занимает много времени 

и поэтому желательно вычислять ее значения не чаще, чем это необхо- 

димо. Ясно, что нам не нужно вычислять А после опрокидывания только 

одного спина, поскольку значения А в обеих конфигурациях были бы 

почти одинаковыми. Идеальным было бы вычислять А для конфигураций, 

которые статистически независимы. Однако, поскольку «время корреля- 

ции» конфигураций а priori неизвестно, следует провести предвари- 

тельные расчеты для оценки времени корреляции. 

Один из способов определения временных интервалов, на которых 

конфигурации коррелированы, состоит в вычислении зависящих от вре- 

мени автокорреляционных функций Cy ft) и С Е(®), определяемых соотно- 

шениями 

C(t) = <M(t)M(G)> - <M>? (16.16a) 

C,(t) = <E(t)E(0)> - <E>*. (16.166) 

Величины M(t) и E(t) представляют собой значения намагниченности и 

полной энергии системы в «момент времени» Ё которым является число 

шагов Монте-Карло на спин. Заметим, что при Ё= 0 функция С ий 

пропорциональна магнитной восприимчивости, а C.(t) пропорциональна 

теплоемкости. Для достаточно больших Ё функции M(t) и М(0) будут 

некоррелированны и <M(t) M(0)> — <M(t)> <M(0)> = <M>?, Следова-
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тельно, C(t) и С At) должны стремиться к нулю при Ё — ® Обычно 

считается, что Cyt) и С At) убывают со временем по экспоненциаль- 

ному закону. Оценкой времени корреляции т служит время, за которое 

C(t) уменьшается в е раз по сравнению CO своим значением при ¢ = 0. 

Поскольку конфигурации, отстоящие на времена, меньшие т, являются 

статистически коррелированными, мы будем вычислять требуемые физи- 

ческие величины для временных интервалов порядка T, а не после каж- 

дого шага Монте-Карло на спин. 

ЗАДАЧА 16.7. Время корреляции 

а. Модифицируйте программу Ising так, чтобы вычислялись paBHO- 

весные значения C yt) и C At). Рассмотрите L = 8 и T = 3.0 (вы- 

сокие Г), Т=2.3 и T= 1.5 (низкие Т). В качестве начального 

состояния используйте в моделировании равновесную конфигурацию, 

сформированную в задаче 16.6. Оцените время корреляции T для 

флуктуаций энергии и намагниченности. Насколько сопоставимы вре 

мена корреляции этих двух флуктуаций? Как соотносятся ваши оцен- 

ки T с оценками времени релаксации, найденными в задаче 16.6? 

"6. Чтобы описать релаксацию к равновесию как можно более pea- 

листично, выбор спинов, подлежащих опрокидыванию, производится 

случайным образом. Однако, если нас интересуют только равновес- 

ные свойства, можно, по-видимому, сэкономить машинное время, ес- 

ли выбирать спины последовательно. Выясните, как изменится время 

корреляции, если спины выбираются последовательно, а не случай- 

но: будет ли оно больше, меньше или останется примерно таким же. 

Если время корреляции увеличивается, то экономится ли все же 

время ЦП при последовательном выборе спинов? Почему нежелателен 

последовательный выбор спинов в одномерной модели Изинга? 

ЗАДАЧА 16.8. Сравнение с точными результатами 

Поскольку в программах моделирования методом Монте-Карло точные 

результаты получаются, вообще говоря, только после выборки бес- 

конечного числа конфигураций, как можно убедиться в том, что ал- 

горитм и наша программа работают правильно? Не существует ника- 

кого общего правила для определения необходимого числа статисти- 

ческих выборок или времени установления равновесия. Но, посколь-
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ку систематические ошибки программирования и ошибки набивки лег- 

ко пропустить, мы должны быть уверены, что программа способна 

воспроизводить с известными ограничениями точные результаты. 

Один из способов проверки программы Ising состоит в рассмотрении 

небольшой системы, для которой сумму по состояниям, а значит, 

средние энергию и намагниченность можно вычислить аналитически. 

а. Вычислите аналитически зависимость Ё, М, С и Х от температуры 

Т для двумерной модели Изинга с L = 2 и периодическими краевыми 

условиями. (Результат этого расчета приведен в приложении 16Б). 

6. Воспользуйтесь программой Ising с L = 2 и оцените FE, М, C u x 

для Л/ЁБГ = 2.0 и 3.0. С помощью соотношений (16.146) и (16.156) 

вычислите соответственно С и Х. Сравните вычисленные значения с 

точными результатами, полученными в п. «<a». Сколько необходимо 

шагов Монте-Карло на спин для получения ЁЕ и М с точностью 1%? 

16.5. ФАЗОВЫЙ ПЕРЕХОД ИЗИНГА 

Теперь, когда мы проверили свою программу двумерной модели Изинга в 

различных режимах, можно заняться исследованием ее свойств. Первым 

делом посмотрим на некоторые количественные характеристики ферро- 

магнитных систем в нулевом внешнем поле. Известно, что при T = 0 

спины прекрасно ориентируются в любом направлении, т.е. средняя на- 

магниченность на спин т(Г) = <M>/N равна m(T=0) = +1. По мере ро- 

ста Г намагниченность m(T) непрерывным образом падает, и при Т = Г. 

m(T) полностью исчезает (рис. 16.2). Поскольку т(Г) подходит к нулю 

у “ 

Te >т 

Рис. 16.2. Качественный вид температурной зависимости функции т(Т), 
намагниченности на спин, для непрерывного фазового перехода.
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непрерывно, а не скачком, данный фазовый переход называется непре- 

рывным в противоположность скачкообразному. (О последнем типе пе- 

рехода говорят как о фазовом переходе первого рода.) 

Каким же образом можно описать непрерывный магнитный фазовый пе- 

реход? Точно так же, как мы описывали окрестность порога перколя- 

ции. Поскольку т * 0 означает, что суммарное число спинов ориенти- 

ровано спонтанно, мы считаем т параметром упорядочения системы. В 

окрестности точки Т = Г. мы можем описать поведение многих физичес- 

ких величин степенным законом (см. табл 12.1). Например, функцию т 

в окрестности Г. можно записать в виде 

m(T) ~ (Г. - ТУ, (16.17) 

где В-—критический показатель степени (не путайте его с величиной 

1И Ев). Хотя m(T) в точке Г. обращается в нуль, термодинамические 

производные, такие, как теплоемкость и восприимчивость, при Г = Г, 

расходятся. Запишем 

x~ |T-T | (16.18) 

Cw |T-T | (16.19) 

Мы предположили, что XY и С описываются одними и теми же критически- 

ми показателями степени 9 и QM как слева, так и справа от точки Г. 

Другой мерой магнитных флуктуаций является линейный размер &(Т) 

характерного магнитного домена. Мы предполагаем, что при ТУ» Г. 

длина корреляции E(T) по порядку величины равна периоду решетки. 

Поскольку по мере приближения Т к Г. сверху корреляция в ориентации 

спинов увеличивается, &(Т) будет возрастать при приближении Т к Г. 

Расходимость &(Т) в окрестности Г. можно описать критическим пока- 

зателем D: 

ЕТ) ~ 1Т-Т |”. (16.20) 

Как было найдено в гл. 12 при рассмотрении перколяции, в конеч- 

ной системе не может проявиться настоящий фазовый переход. Тем не 

менее можно ожидать, что если &(Г) меньше линейного размера L сис- 

темы, TO конечная система будет правильно передавать бесконечную 

систему. Иначе говоря, если Т не слишком близка к Г то наши мо-
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дельные расчеты должны давать результаты, соизмеримые с результата- 

ми для бесконечной системы. В следующей задаче мы получим предвари- 

тельные данные о температурной зависимости т, <E>, С и Я. Эти дан- 

ные помогут нам понять качественную природу ферромагнитного фазово- 

го перехода в двумерной модели Изинга. 

ЗАДАЧА 16.9. Качественное поведение двумерной модели Изинга 

а. Модифицируйте программу Ising так, чтобы значения рассматри- 

ваемых физических величин вычислялись для статистически незави- 

симых конфигураций. Поскольку нам предстоит рассматривать модель 

Изинга для решеток с разными значениями L, удобно вычислять ин- 

тенсивные характеристики, такие, как средняя энергия на спин, 

удельная теплоемкость (на спин) и восприимчивость: на спин. Чтобы 

упростить обозначения, для экстенсивных и соответствующих интен- 

сивных величин мы сохраним одинаковые обозначения. 

6. С помощью модифицированной вами программы рассчитайте намаг- 

ниченность на спин т, среднюю энергию на спин <Ё>, удельную теп- 

лоемкость С и восприимчивость на спин YX. Примите L = 4 и рас- 

смотрите Т от 1.5 до 3.5 с шагом 0.2. В начальном состоянии для 

Т = 1.5 задайте все спины ориентированными вверх. Для каждого 

варианта с температурой 7+AT в качестве начальной конфигурации 

используйте равновесную конфигурацию из предыдущего варианта с 

температурой 7. Поскольку в ходе ваших наблюдений все спины MO- 

гут перевернуться и намагниченность поменяет знак, оценивайте 

среднее значение |т|, а не т. Используйте по крайней мере 200 

шагов Монте-Карло на спин и оцените число равновесных конфигура- 

ций, необходимое для нахождения т и <E> с точностью примерно 5%. 

Нарисуйте графики зависимостей <E>, |т|, С и Х отТ и опишите 

качественную зависимость этих величин от температуры. Наблюдаете 

ли вы какие-нибудь признаки фазового перехода? Заметим, что MOX- 

но сэкономить машинное время, воспользовавшись для решеток при 

разных температурах одним и тем же набором случайных чисел. 

в. Повторите вычисления п. «б» для L= 8 и L = 16. Нарисуйте 

графики полученных оценок <E>, |т|, С и Х как функций от T и 

опишите качественную зависимость этих величин от температуры. 

Наблюдаете ли вы какие-нибудь признаки фазового перехода? Для 

сравнения: опубликованные Ландау (см. список литературы) резуль-
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таты по методу Монте-Карло для двумерной модели Изинга получены 

для L в диапазоне от 4 до 60 и с числом шагов Монте-Карло на 

спин от 104 до 2.103. 

г. ‘Для любого заданного значения L, например L = 16, выберите 

значение Т, которое, по вашему мнению, отвечает температуре не- 

сколько ниже Г. В начальной конфигурации вместо ориентации всех 

спинов вверх задайте случайные направления спинов. Чему равна 

начальная «температура» системы’? Посмотрите, как эволюционируют 

спины во времени. Наблюдаете ли вы несколько доменов с положи- 

тельной и отрицательной спонтанной намагниченностью? Как меняет- 

ся намагниченность со временем? Наблюдаются ли в ней большие 

флуктуации? Опишите равновесную конфигурацию системы. Выявляется 

ли много доменов или только один? Почему мы предлагали в п. «б» 

начинать при низкой температуре и постепенно «нагревать» систему? 

д. Поскольку все наши модельные расчеты выполнены для нулевого 

магнитного поля, то все направления эквивалентны. Отсюда для 

Т < Г, в предположении наличия спонтанной намагниченности можно 

было бы ожидать увидеть как положительные, так и отрицательные 

значения намагниченности. Пусть начальная конфигурация отвечает 

состоянию, в котором все спины ориентированы вверх и Т‹ Г. 

Рассчитываете ли вы увидеть отрицательные значения М? Почему? 

Как вам кажется, наблюдаете ли вы больше или меньше отрицатель- 

ных значений М для ббльших или меньших значений L? Если бы вы 

исходили из начального состояния, в котором все спины были ори- 

ентированы вниз, то как вы думаете, наблюдали бы вы положитель- 

ные значения М или отрицательные? 

Наиболее серьезным ограничением для изучения в численном экспе- 

рименте фазовых переходов выступает относительно малый размер наших 

систем. Тем не менее мы’ видели в задаче 16.9, что даже системы все- 

го лишь с L = 4 обнаруживают свойства, напоминающие фазовый пере- 

ход. На рис. 16.3 приведены данные, полученные нами методом Монте- 

Карло для температурной зависимости удельной теплоемкости двумерной 

модели Изинга с L = 8 и Г = 32. Видно, что С обнаруживает широкий 

максимум, который становится более четким для больших L. Ведет ли 

себя полученная вами зависимость С аналогичным образом? 

Поскольку мы умеем моделировать только конечные решетки, то 

трудно получить оценки для a, В и 9 непосредственно с помощью опре-
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Рис. 16.3. Температурная зависимость удельной теплоемкости (на спин) в 
двумерной (квадрат L x Г) модели Изинга с периодическими краевыми 
условиями. Для каждого значения температуры использовалось тысяча 
шагов Монте-Карло на спин. Сплошной кривой показана температурная 
зависимость удельной теплоемкости в пределе бесконечной решетки. 

делений (16.17) —(16.19). Вместо этого, как мы узнали в гл. 12, 

можно осуществлять перемасштабирование и экстраполировать результа- 

ты для конечного L на [Г —› ®. Например, из рис. 16.3 видно, что 

температура, при которой С имеет максимум, лучше определяется для 

ббльших значений [Г. Такое поведение обеспечивает простой способ оп- 

ределения температуры фазового перехода 7 (L) конечной системы. Co- 

гласно теории перемасштабирования, критическая температура T (L) 

ведет себя как 

T(L) - T(L=0) ~ aL, (16.21) 

a 

\ . 

где и— постоянная, а V определена в (16.20). Поскольку, как мы ожи- 

даем, конечность размера решетки важна, ибо 

Г) ~ Ем ИТ-Т |, (16.22) 

то можно предположить, что температурная зависимость М, С и Х для 

конечных L заменяется на 

m(T) ~ (T,- TPB > LB”, (16.23) 

C(T) ~ |T-T |“ LY, (16.24) 

MT) ~ |T-T JFL. (16.25) 

В задаче 16.10 мы воспользуемся соотношениями (16.23)—(16.25) для 

оценки критических показателей.
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ЗАДАЧА 16.10. Перемасштабирование и оценка критических свойств 

двумерной модели Изинга 

а. Используя соотношение (16.21) с известным точным результатом 

и = 1, оцените величину Г. на бесконечной квадратной решетке. 

Поскольку получить точное значение ТГ, для небольших решеток 

трудно, в остальных пунктах данной задачи мы будем использовать 

точный ответ #Т.// = 2/ш(1+У 2) я 2.269. 

6. Определите удельную теплоемкость С, |т| и восприимчивость YX 

при Г, = 2.269 для L = 2, 4, 8 и 16. Количество шагов Монте-Кар- 

ло на спин выберите из соображений практической целесообразнос- 

ти. Постройте графики зависимостей логарифмов |m| и Хот Luc 

помощью масштабных соотношений (16.23) —(16.25) определите кри- 

тические показатели В и 7%. Примите, что точный результат равен 

и = 1. Получаются ли графики |т| и Х в двойном логарифмическом 

масштабе близкими к прямым линиям? Сравните полученные оценки 

для В и 9 с точными значениями, приведенными в табл. 12.1. 

в. Начертите в двойном логарифмическом масштабе зависимость С от 

Г. Если ваши данные для С достаточно точны, вы увидите, что по- 

лучилась не прямая линия, а некоторая кривая. Причина этой кри- 

визны связана с тем, что для двумерной модели Изинга величина & 

в формуле (16.19) равняется нулю и поэтому (16.24) необходимо 

интерпретировать как 

C ~ Ст. (16.26) 

Согласуются ли ваши данные для С с формулой (16.26)? Точное зна- 

чение коэффициента пропорциональности Cy в (16.26) приблизитель- 

но равно 0.4995. 

До сих пор мы проводили все расчеты модели Изинга с квадратной 

решеткой. Поскольку природа не квадратна, то вас, возможно, заинте- 

ресует вопрос, зависят ли критическая температура и критические по- 

казатели от симметрии и размерности решетки. Опираясь на приобре- 

тенный вами в гл. 12 опыт по исследованию перколяционного перехода, 

вы, возможно, уже знаете ответ. Как вы считаете, больше ли T (при 

фиксированном J) для треугольной решетки, чем для квадратной решет- 

ки, или меньше?
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“ЗАДАЧА 16.11. Влияние симметрии и размерности на критические 

свойства модели Изинга 

а. Природа треугольной решетки рассматривалась в гл.11 (рис. 

11.3). Основное отличие треугольной решетки от квадратной каса- 

ется координационного числа. Проведите необходимые изменения в 

своей программе модели Изинга, например определите возможные пе- 

реходы и значения коэффициента перехода. Вычислите С и Х для 

различных значений Т в интервале [1.0, 5.0]. Примите, что в = 1 

и с помощью перемасштабирования оцените Г. в пределе бесконечной 

треугольной решетки. Сравните полученные оценки Г, с известным 

значением (с точностью три десятичных знака) kJ /J = 3.641. 

(Моделирование моделей Изинга с треугольной решеткой имеет отно- 

шение к пониманию экспериментально наблюдаемых фаз веществ, ко- 

торые могут поглощаться на поверхности графита. ) 

6. Поскольку для трехмерной модели Изинга не имеется никаких 

точных результатов, расчеты трехмерной модели Изинга методом 

Монте-Карло представляют большой интерес. Составьте программу 

моделирования методом Монте-Карло модели Изинга в простой куби- 

ческой решетке (координационное число равно шести). Вычислите С 

и Х для Г от 3.2 до 5.0 с шагом 0.2 для ‘различных значений [.. 

Оцените Т (Е) по. максимуму С и Х. Какая температура Т (L) CHJIb- 

нее зависит OT [—та, которая найдена из C(T), или найденная из 

х(Г)? Используя те значения T (L), которые сильнее зависят от Г, 

нарисуйте график T (L) Kak функции LY для разных значений № в 

диапазоне от 0.5 до 1.0. Покажите, что экстраполированное значе- 

ние Г (L = ©) почти не зависит от величины №. Сравните свою 

оценку для Г (L = ®) с наилучшим известным значением (с точнос- 

тью четыре десятичных знака) АВГ. = 4.5108. 

в. Вычислите |т|, СиХ при Г, = 4.5108 для различных значений [ 

в простой кубической решетке. С помощью перемасштабирования оце- 

ните отношения В/р, о/р и 9/ь. Значения критических показателей 

для трехмерной модели Изинга приведены в табл. 12.1. Отметим, 

что Ландау рассматривал свойства простой кубической решетки 

Изинга конечных размеров для L от 6 до 20; для расчета средних 

после установления равновесия использовалось 2000—5000 шагов 

Монте-Карло на спин.
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“ЗАДАЧА 16.12. Критический спад 

а. Рассмотрите двумерную модель Изинга на квадратной решетке с 

L = 16. Вычислите время корреляции т для Т = 2.5, 2.4 и 2.3. По- 

кажите, что по мере приближения к критической температуре вели- 

чина Т возрастает —этот физический эффект называется критическим 

спадом. 

6. Поскольку для бесконечной решетки величина т в окрестности Г. 

неограниченно возрастает, можно ввести «динамический критический 

показатель» A, определяемый формулой T ~ (r-T 4 В конечной 

решетке мы имеем при Т = Г, соотношение т ~ L*. Используя аппа- 

рат перемасштабирования, получите связь 2 с A. Вычислите т для 

разных значений [ в квадратной решетке при Т = Г, и оцените 2. 

в. Величина Т, найденная нами в П.П. «a> и «б», частично зависит 

от выбора «динамики». Хотя мы генерировали пробное изменение, 

пытаясь опрокидывать один спин, не исключено, что другие способы 

пробных изменений, например одновременное опрокидывание двух и 

более спинов, могли бы оказаться более эффективными и дать мень- 

шие времена корреляции. Поскольку критический спад затрудняет 

изучение фазовых переходов методом Монте-Карло, задача разработ- 

ки более эффективных алгоритмов в окрестности фазовых переходов 

является в настоящее время очень важной. 

16.6. ДРУГИЕ ПРИМЕНЕНИЯ МОДЕЛИ ИЗИНГА 

Модель Изинга имеет столь обширные и широкие применения, что мы в 

состоянии упомянуть здесь только некоторые из них. Далее мы кратко 

опишем применения модели Изинга к фазовым переходам первого рода, 

решеточным газам, антиферромагнетизму и переходам порядок — беспоря- 

док в бинарных сплавах. 

До сих пор мы исследовали в модели Изинга непрерывные фазовые 

переходы и нашли, что энергия и намагниченность изменяются непре- 

рывно с температурой, но термодинамические производные, такие, как 

удельная теплоемкость и восприимчивость, в пределе бесконечной ре 

шетки в окрестности Г. расходятся. В задаче 16.13 мы рассмотрим 

простой пример фазового перехода первого рода. Такие переходы со- 

провождаются конечным скачком термодинамических характеристик, та- 

ких как энергия и намагниченность.



Моделирование канонического ансамбля 251 

"ЗАДАЧА 16.13. Двумерная модель Изинга во внешнем магнитном поле 

а. Модифицируйте свою двумерную программу модели Изинга, учтя в 

ней энергию взаимодействия с внешним магнитным полем Н. Удобно 

измерять Н в единицах A = Uy HR x. Требуется вычислить среднюю 

намагниченность на спин т как функцию OT A для Т < Г. Рассмот- 

рите квадратную решетку с Г = 16 и получите равновесное состоя- 

ние при Г = 1.8 и # = 0. Для нахождения m(h) примите следующую 

процедуру. 

i. В качестве начальной конфигурации для №, = Ah = 0.2 ис- 

пользуйте равновесную конфигурацию при fA = 0. 

ii. Прежде чем вычислять средние, просчитайте эволюцию систе- 

мы в течение 20 шагов по времени (шагов Монте-Карло на спин). 

iii.  Усредните т по 80 временным шагам. 

i у. B качестве начальной конфигурации для Aaa = „+ Ah (о 

пользуйте последнюю конфигурацию для п, = nAh. 

У. Повторяйте шаги (ii)—(iv) до тех пор, пока не получится 

т ^ 0.95. 

Постройте график зависимости т от hh. Соответствуют ли вычислен- 

ные значения т равновесным средним? 

6. Уменьшайте A с шагом Ah = 0.2 до тех пор, пока A не пройдет 

через нуль и не получится т ~ -0.95. Остается ли т положительной 

при малых отрицательных Ah? Соответствуют ли получаемые для отри- 

цательных Ah значения т равновесным средним? Изобразите конфигу- 

рации спинов для нескольких значений A. Просматриваются ли приз- 

наки доменов? Продолжите полученный график зависимости т OT fA на 

отрицательные значения A. 

в. Увеличивайте A до тех пор, пока кривая зависимости т от A не 

примет вид замкнутой петли. Чему равно значение т при В = 0? Это 

значение т и есть спонтанная намагниченность. 

г. Фазовый переход первого рода характеризуется разрывностью 

(для бесконечной решетки) параметров порядка. Отличительным при- 

знаком перехода в данном случае является поведение м как функции 

от h. Чему равно полученное вами значение т для В = 0.2? Если 

функция m(h) двузначна, то какое значение т отвечает равновесно-
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му состоянию, т.е. абсолютному минимуму свободной энергии? Какое 

значение т соответствует метастабильному состоянию, т.е. локаль- 

ному минимуму свободной энергии? Чему равны значения т для рав- 

новесного и метастабильного состояний при A = -0.2? Почему пере 

ход от положительных т к отрицательным отвечает фазовому перехо- 

ду первого рода? Обратите внимание на то, что переходы первого 

рода обладают гистерезисом и свойства системы зависят от ее ис- 

тории, например от того, является ли A возрастающей или убываю- 

щей функцией. Вследствие большого времени жизни метастабильных 

состояний в окрестности фазового перехода такие состояния можно 

ошибочно принять за равновесные. Поскольку вблизи непрерывного 

фазового перехода релаксация к равновесию становится очень дол- 

гой (см. задачу 16.12), система с непрерывным фазовым переходом 

может вести себя, как если бы она была в сущности в метастабиль- 

ном состоянии. Шо этой причине различить вид фазового перехода, 

обращаясь только к численным экспериментам, очень трудно. 

д. Повторите описанное выше моделирование для T = 3.0, т.е. для 

температуры выше 7. Почему ваши результаты отличаются от ре 

зультов моделирования в п.п. «а» —«в», выполненных для Т < Г? 

Модель Изинга может описывать и другие системы, которые, как MO- 

жет показаться, имеют мало общего с ферромагнетизмом. Например, мы 

можем интерпретировать модель Изинга как «решеточный газ», в кото- 

ром состояние «вниз» обозначает узел решетки, занятый атомом, а CO- 

стояние «вверх» —свободный узел. Каждый узел решетки может быть за- 

нят не более чем одним атомом. «Спины» взаимодействуют со своими 

ближайшими соседями, как раньше. Решеточный газ представляет собой 

грубую модель поведения реального газа атомов и имеет историческое 

значение как модель фазового перехода газ — жидкость и критической 

точки. Какие свойства решеточного и реального газов одинаковы? Ка- 

кие свойства реального газа не учтены в решеточном газе? 

Важным различием ферромагнетика и решеточного газа является то, 

что в последнем полное число атомов фиксировано, тогда как в ферро- 

магнетике число спинов, находящихся в состояниях «вверх» и «вниз», 

может меняться. Поэтому для решеточного газа мы больше не вправе 

использовать динамику опрокидывания спина. Вариант динамики, при 

которой действительно сохраняется число спинов, ориентированных 

вверх и вниз, называется динамикой спинового обмена. В этой динами-
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ке производится пробный обмен двух ближайших соседних спинов, а H3- 

менение энергии AE вычисляется. Критерий принятия или отвержения 

пробного изменения совпадает с использованным ранее. Какой физичес- 

кий процесс происходит в решеточном газе, если обмениваются два 

спина, один из которых ориентирован вверх, а другой вниз? 

"ЗАДАЧА 16.14. Моделирование решеточного газа 

а. Модифицируйте свою программу модели Изинга таким образом, 

чтобы вместо динамики опрокидывания спина использовалась динами- 

ка спинового’ обмена. Например, определите возможные значения AE 

на квадратной решетке, массив возможных значений вероятности пе- 

рехода W и замените способ, которым осуществляется пробное изме- 

нение. Заметим, что число занятых узлов является сохраняющейся 

переменной и должно задаваться изначально. Если нас интересуют 

только средние значения статических величин, таких, как полная 

энергия, мы можем уменьшить время счета, отказавшись от обмена 

одинаковых спинов. Можно, например, завести список «связей» меж- 

ду занятыми и свободными узлами и производить пробные перемеще- 

ния, выбирая связи из этого списка случайным образом. Однако, 

поскольку мы будем рассматривать только небольшие решетки, реко- 

мендуется не беспокоиться O хранении указанного списка и стро- 

ить пробное перемещение, выбирая просто спин и один из его бли- 

жайших соседей случайным образом. 

6. Рассмотрите квадратную решетку с L = 8 и 32 узлами, в началь- 

ный момент занятыми. Определите среднюю энергию для Т в диапазо- 

не от 1.0 до 4.0. Изобразите зависимость средней энергии от тем- 

пературы. Создается ли впечатление, что энергия изменяется не- 

прерывно? 

в. Повторите вычисления п. «б» с 44 занятыми в начальный момент 

узлами. Изобразите зависимость средней энергии от Т. Меняется ли 

энергия непрерывно? Наблюдаете ли вы какие-нибудь признаки фазо- 

вого перехода первого рода? 

г. Поскольку спины соответствуют атомам, мы можем вычислить ко- 

эффициент одночастичной диффузии атомов. (Похожее моделирование 

см. в задаче 11.9.) Заведите массив для регистрации положения 

каждого спина (атома) как функции времени. Примите за нуль от-
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счета времени какакой-нибудь момент после достижения равновесно- 

го состояния и вычислите <R(t)>? —средний квадрат суммарного 

смещения на атом за Ё единиц времени. Если атомы испытывают слу- 

чайное блуждание, коэффициент самодиффузии D в пределе t > ® 

определяется выражением D = (1/2dt) <R(t)>?. Оцените величину D 

для разных температур и разного количества занятых узлов. 

Хотя, по всей видимости, вы лучше знакомы с ферромагнетизмом, в 

действительности природа предоставляет нам больше примеров антифер- 

ромагнетизма. На языке модели Изинга антиферромагнетизм означает, 

что ближайшие соседние спины предпочитают ориентироваться в проти- 

воположных направлениях и параметр взаимодействия J отрицателен. 

Как мы увидим в задаче 16.15, антиферромагнитная модель Изинга на 

квадратной решетке по свойствам сходна с ферромагнитной моделью 

Изинга. Например, при нулевом магнитном поле энергия и удельная те- 

плоемкость у них точно такие же и система обнаруживает фазовый пе- 

реход при температуре Нееля Гу. С другой стороны, полная намагни- 

ченность и восприимчивость антиферромагнетика не проявляют никаких 

критических свойств вблизи Г. Можно, однако, определить для квад- 

ратной решетки две подрешетки, как показано на рис. 16.4, и ввести 

«клеточную намагниченность» М, равную разности намагниченности 

этих двух подрешеток. Температурная зависимость М, и соответствую- 

wad клеточная восприимчивость XY совпадают с аналогичными величинами 

в ферромагнитной модели Изинга. 

Рис. 16.4. Белые и черные клетки 
соответствуют двум подрешеткам. 
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"ЗАДАЧА 16.15. Антиферромагнитная модель Изинга 

Поскольку в программе Ising величина J не присутствует явно, для 

моделирования антиферромагнетика нам надо поменять знак в вычис- 

лениях энергии. Это можно сделать, заменив в программе конструк- 

цию 5рёт(х,у)ж5ит на -5рт(х,у)ж5ит везде, где она встречается. 

Для расчета клеточной намагниченности на квадратной решетке в 

качестве одной подрешетки мы определяем узлы (x,y), для которых 

mod (х,2) + mod(y,2) =1, а другая подрешетка образуется  oc- 

тальными узлами. 

а. Модифицируйте программу Ising для моделирования антиферромаг- 

нитной модели Изинга на квадратной решетке. Рассмотрите L = 16, 

й = 0 и в качестве начального условия задайте все спины ориенти- 

рованными вверх. Какая конфигурация спинов отвечает состоянию с 

наименьшей энергией? Вычислите температурные зависимости средней 

энергии, удельной теплоемкости, намагниченности и восприимчи- 

вости. Усматриваются ли на какой-нибудь из этих температурных 

зависимостей признаки фазового перехода? 

6. Вычислите температурную зависимость М, и клеточной восприим- 

чивости Х, определяемой формулой [см. (16.156) ] 

1, = М, - «М> (16.27) 
В 

Удостоверьтесь, что температурная зависимость М, для антиферро- 

магнитной модели Изинга совпадает с температурной зависимостью М 

в ферромагнитной модели Изинга. Могли бы вы предсказать такое 

сходство, не проведя моделирования? 

в. Вероятно, вы обратили внимание на TO, что В I. «a» темпера- 

турная зависимость функции Х обнаруживает точку заострения. Вы- 

числите XY для разных значений L при Т = Ty = 2.269. Проведите 

перемасштабирование и покажите, что Х не расходится. 

г. Рассмотрите поведение антиферромагнитной модели Изинга на 

треугольной решетке. Задайте L = 16 и вычислите те же величины, 

uTO и В I. «а». Наблюдаете ли вы какие-нибудь признаки фазового 

перехода? Изобразите несколько конфигураций системы, относящихся 

к разным температурам. Наблюдаете ли вы при низких температурах
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признаки множества малых доменов? Можете ли вы изобразить конфи- 

гурацию основного состояния? Единственное ли оно? Если вы не в 

силах найти единственное основное состояние, вы терпите то же 

фиаско, что и индивидуальные спины в треугольной антиферромаг- 

нитной модели Изинга. (В данном случае термин «потерпеть фиаско» 

описывает тот факт, что в треугольной решетке нет ни одной кон- 

фигурации, в которой в направлении какой-нибудь оси спины попе- 

ременно меняли бы знак. ) 

Другим важным применением модели Изинга является изучение разде- 

ления фаз в бинарном А-—В-сплаве. Например, сплав, названный В-ла- 

тунью, имеет низкотемпературную упорядоченную фазу, в которой оба 

компонента (медь и цинк) имеют одинаковые концентрации и образуют 

структуру хлорида цезия (см. книгу Киттеля) По мере увеличения 

температуры некоторые атомы цинка меняются местами с атомами меди, 

но система остается все еще «упорядоченной». Однако при температуре 

выше критической (Т, = 742 К) атомы цинка и меди перемешиваются и 

система «разупорядочивается». Этот переход является примером фазо- 

вого перехода порядок — беспорядок. Как можно применить модель Изин- 

га для перехода порядок — беспорядок? 

Модель Изинга является лишь одной из нескольких моделей магне- 

тизма. Модели Гейзенберга, Поттса х—у и Ашкина—Теллера представ- 

ляют собой примеры других моделей магнитных веществ и хорошо знако- 

мы исследователям конденсированных сред. Моделирование методом Мон- 

те-Карло этих и других моделей внесло важный вклад в развитие наше- 

го понимания фазовых переходов как в магнитных, так и в немагнитных 

веществах. 

16.7. МОДЕЛИРОВАНИЕ КЛАССИЧЕСКИХ ЖИДКОСТЕЙ 

Из повседневного опыта мы хорошо знаем о существовании трех фаз ве- 

щества: твердой, жидкой и газообразной (рис. 16.5). Исходя из этого 

опыта мы в состоянии различить эти три фазы по их свойствам. Напри- 

мер, твердые тела обладают жесткостью в противоположность газам и 

жидкостям, которые текут под действием касательного напряжения. На- 

шей задачей в этом разделе является получение с помощью метода Мон- 

те-Карло более детального представления о качественных различиях 

всех трех фаз.
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РА 

2 Рис. 16.5. Фазовая диаграмма 
M для простого вещества. 

T 

Моделирование классических жидкостей методом Монте-Карло сущест- 

венно упрощается за счет того обстоятельства, что координаты скоро- 

сти (импульса) ни на что не влияют. Например, вклад координат ско- 

рости в среднюю энергию составляет 5 eT на степень свободы. Следо- 

вательно, нам нужно производить выборку только положений молекул, 

т.е. «конфигурационных» степеней свободы. Возможно ли такое упроще- 

ние для квантовых систем? 

К числу характеристик жидкости, представляющих интерес с точки 

зрения физики, относятся средняя энергия, удельная теплоемкость и 

уравнение состояния. Еще одной важной величиной является парная 

корреляционная функция g(r), которую мы определим ниже. Предполо- 

жим, что в области объема У содержится N частиц, так что средняя 

плотность равна р = N/V. (В двумерном и одномерном случаях объем И 

заменяется соответственно на площадь и длину.) Выберите одну из 

частиц, которую назовем опорной частицей, в качестве начала системы 

координат. Тогда вероятность обнаружить вторую ` частицу в интервале 

между г и r+Ar равна pg(r)dr, где элемент «объема» dr = тг? аг 

(4 = 3), 2urdr (4 = 2) и 2dr (4 = 1). Мы предполагаем, что g(r) > 

— 0 при г — 0, поскольку частицы не могут проникать друг в друга. 

Кроме того, мы предполагаем, что g(r) — 1 при г -—> ® поскольку 

неоднородность в окрестности частицы ограничена конечным размером 

области. Заметим, что если проинтегрировать pg(r)dr no dr, TO полу- 

чится N-1, т.е. полное число частиц в системе за вычетом опорной 

частицы. В задачах 16.16 —16.18 мы найдем, что g(r) является мерой 

флуктуаций плотности и тем самым локального «порядка» системы. 

Исходя из функции g(r) можно также получить несколько термодина- 

мических характеристик. Например, если в системе присутствуют толь- 

ко двухчастичные взаимодействия, то можно показать, что средняя по- 

тенциальная энергия на частицу может быть представлена в виде
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ы р Vir)d 16.28 — = =| 004 (16.28) 

Можно также воспользоваться вириалом силы (см. гл. 6) и записать 

уравнение состояния в виде 

ВР Вр -{-— ЧУ (г) ate 16.29 = | er) Ue) a (16.29) 

Твердые сферы в 4-мерном случае. C целью разделить эффекты корот- 

кодействующего отталкивания и длиннодействующего притяжения иссле- 

дуем сначала модель твердых сфер с потенциалом межчастичного взаи- 

модействия 

0, г> о. 
V(r) = moore © (16.30) 

Такая модель широко изучалась в одномерной (твердые стержни), дву- 

мерной (твердые диски) и трехмерной постановках как с помощью мето- 

да Монте-Карло, так и метода молекулярной динамики. 

Поскольку взаимодействие (16.30) вообще не содержит притягиваю- 

щей части, то нет и никакого фазового перехода газ — жидкость. Име- 

ется ли фазовый переход между жидкими фазами при низких плотностях 

и твердыми фазами при высоких плотностях? Может ли твердая фаза об- 

разоваться при отсутствии притягивающего взаимодействия? В дальней- 

шем мы получим ответы на эти вопросы. 

Какие физические величины имеет смысл рассматривать для системы 

твердых сфер? Никаких тепловых характеристик, таких, как средняя 

потенциальная энергия, нет, поскольку для твердых сфер эта величина 

всегда равна нулю. Наибольший интерес представляет g(r), поскольку 

она дает информацию о корреляциях частиц и уравнении состояния. Ес- 

ли потенциал имеет вид (16.30), то можно показать, что выражение 

(16.29) приводится к виду 

1+ ЗИ ро? (0), а = 3, (16.31a) 

BP = 41+ © ро? (0), d = 2, (16.316) 
р 

|1 + pog(c), 4 = 1. (16.31в) 
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Мы будем вычислять g(r) для различных значений г и затем экстрапо- 

лировать получаемые результаты на г = O. 

Алгоритм Метрополиса для твердых сфер легко реализовать, выбирая 

случайным образом частицу и перемещая ее в новое пробное положение. 

Если новое положение перекрывает другую частицу, данное перемещение 

отвергается и сохраняется старая конфигурация; в противном случае 

перемещение принимается. Максимальное смещение д разумно, хотя и не 

обязательно оптимально, выбирать из тех соображений, чтобы при дан- 

ном выборе д принималась приблизительно половина пробных состояний. 

Самую большую трудность в реализации этого алгоритма представляет 

выявление пересечения двух частиц. Если число частиц не слишком ве- 

лико, достаточно вычислять расстояния между пробной частицей и все- 

ми остальными частицами. Эта простая процедура используется в про- 

грамме hard_disk для системы твердых дисков. Для систем ббльшего 

числа частиц данная процедура занимает слишком много времени. Как 

говорилось в гл. 6, лучше применять другой метод: разбивать систему 

на «ячейки» и проверять частицы только в своей и соседних ячейках. 

PROGRAM hard_disk | алгоритм Метрополиса для твердых дисков 

DIM х(50),у(50), дсит( 100) 

RANDOMIZE 

CALL initial(N, х, у, птсз, Lx, Ly, kx, ky, dr, bin, dxmax, dymax) 

FOR imes = 1 to nmes 

CALL move(N, x, y, Lx, Ly, kx, ky, dxmax, dymax, accept) 

CALL согге( М, x, у, gcum, Lx, Ly, kx, ky, bin) 

NEXT imcs 

CALL output(N, nmcs, gcum, Lx, Ly, dr, bin, accept) 

CALL save_config(N, Lx, Ly, x, у) 

END 

Выбрать начальные координаты дисков сложнее, чем может показать- 

ся на первый взгляд. Один метод заключается в размещении дисков в 

ящике случайным образом. Если какой-нибудь диск накладывается на 

уже имеющийся, то его бросают куда-то в другое место. Таким спосо- 

бом удается довольно быстро вычислить возможную начальную конфигу- 

рацию в случае низкой плотности. Что касается достижения более вы- 

соких плотностей, то можно поступать следующим образом. Представьте 

себе, что стенки сдвигаются по направлению к центру ящика до тех 

пор, пока одна из стенок едва не коснется одного из дисков. Затем
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диски перемещаются какое-то число шагов Монте-Карло и стенки вновь 

сдвигаются. Очевидно, что данная процедура тем тяжелее, чем больше 

ПЛОТНОСТЬ. 

Другой метод отправляется от упорядоченного пространственного 

распределения частиц. Можно, например, начать с дисков, образующих 

треугольную решетку максимальной плотности, которая нас интересует. 

Далее можно расширить решетку, пересчитав пропорционально координа- 

ты дисков. В результате в новой конфигурации не возникнет ни одного 

пересечения дисков. Данная процедура осуществляется в подпрограмме 

initial, Заметим, что для выполнения условия, чтобы каждый диск 

имел одинаковое число ближайших соседей, необходимо рассматривать 

только четное число частиц. Систему единиц удобно выбрать такой, 

чтобы расстояния измерялись в радиусах твердого кбра ©. Приведенная 

плотность равна р“ = р/с“, где d—pa3MepHOCTb системы. 

SUB initial (N,x(),y(), птсз, Lx, Ly, kx, ky, dr, bin, dxmax, dymax) 

INPUT prompt "число частиц (четное) = ": М 

INPUT prompt "число стержней = ": Ny 

LET Nx = N/Ny | Nx должно быть целым 

INPUT prompt "длина ящика = ": Lx 

INPUT prompt "ширина ящика = ": Ly 

INPUT prompt “число шагов Монте-Карло на частицу = ": nmcs 

INPUT prompt “dr = ”: dr | dr используется для вычисления g(r) 

LET bin = 1/4 

INPUT prompt "максимальное перемещение по x = ": dxmax 

INPUT prompt "максимальное перемещение по у = ": dymax 

LET kx = 2/Lx | используем периодические краевые условия 

LET ky = 2/Ly 

INPUT prompt “старая конфигурация (у (да)/п (нет))? ": olds 

IF old$ = “у” or old$ = "У" then 

INPUT prompt “Kakoe имя файла? ": fnm$ 

OPEN #1: name fnm$, access input 

INPUT #1: Lxold,Lyold 

LET xexpand = Lx/Lxold 

LET yexpand = Ly/Lyold
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FOR i = 1 to N 
INPUT #1: x(i),y(i) 
LET x(i) = x(i)*xexpand | расширяем старый ящик 

LET y(i) = y(i)*yexpand 

NEXT i 

CLOSE #1 

ELSE | создаем новую треугольную решетку 

LET dx = Lx/Nx | dx и dy должны быть > 1 

LET dy = Ly/Ny 

FOR j = 1 to Ny step 2 

FOR i = 1 to Nx 

LET m =m + 2 

LET x(m - 1) = (i - 0.75)*dx 

LET y(m - 1) = (j - 0.5)*dy 

LET x(m) = (i - 0.25)*dx 

LET y(m) = (j + 0.5)*dy 

NEXT i 

NEXT j 

END IF 

END SUB 

В подпрограмме move выбирается случайная частица, генерируются 

ее пробные координаты с поправкой на периодические краевые условия 

и определяется ее пересечение с другими частицами. 

SUB move (М, х( ), у( ), Ех, Ly, kx, Ку, dxmax, dymax, accept) 

FOR i = 1 to N 

LET itrial = int(N«*rnd + 1) | номер случайной частицы 

LET xtrial = x(itrial) + (2*rnd - 1)*dxmax ! пробная координата по x 

LET ума! = y(itrial) + (2*rnd - 1)*dymax ! пробная координата по у 

CALL cell(xtrial, ytrial, Lx, Ly, kx, ky) 

CALL overlap(N, itrial, xtrial, ytrial, x, y, Lx, Ly, kx, ky, accept) 

NEXT i 

END SUB 

Существуют по крайней мере два способа обработки периодических 

краевых условий. До сих пор для проверки положения частицы мы при- 

бегали к инструкциям IF. В подпрограммах cell и separation применя-
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ется другой метод. Он основан на использовании свойств функции 

truncate, имеющейся в языке True BASIC. Данная функция, когда ее 

второй аргумент равен нулю, обрезает все знаки дробной части перво- 

го аргумента. Например, = truncate(9.3,0) = 9, —{ипсаёе(-9.3,0) = -9 

и {ипса!е(9.7,0) = 9. В качестве побочного упражнения читателю 

предоставляется возможность определить, какой метод на вашем компь 

ютере работает быстрее. 

Заметим, что функция truncate(x,0) языка True BASIC эквивалентна 

функции int(x) в Фортране. В противоположность этому функция int 

языка True BASIC выдает наибольшее целое, не превосходящее значения 

ее аргумента. Следовательно, в языке True BASIC имеем int(9.3) = 9, 

int(-9.3) = -10 и int(9.7) = 9. 

SUB cell (xtrial, ytrial, Lx, Ly, kx, ky) 

| Lx - ширина ящика, Ly - длина ящика 

| правильные положения частиц заключены между O и L 

LET xtrial = xtrial - Lx*truncate(xtrialekx - 1,0) 

LET ума! = ума! - Ly*truncate(ytrialkky - 1,0) 

END SUB 

SUB separation (dx, dy, Lx, Ly, kx, ky) 

| правильные положения частиц заключены между 0 и L/2 

LET dx = dx - Lx«truncate(kx*dx, 0) 

LET dy = dy - Ly*truncate( ky*dy, 0) 

END SUB 

Теперь, когда определено «правильное» положение пробного перемеще- 

HHA, мы обращаемся к подпрограмме overlap с целью определить, не 

перекрывается ли данным пробным перемещением положение какого-ни- 

будь другого диска.
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SUB overlap (М, itrial, xtrial, ytrial, x(), y(), Lx, Ly, kx, Ку, accept) 

! overlap if distance <= 1 

FOR j = 1 to N 

IF itrial <> j then 

LET dx = x(j) - xtrial 

LET dy = y(j) - ума 

CALL separation( dx, dy, Lx, Ly, kx, ky) | правильное расстояние 

LET R2 = dx*dx + ау*ау 

IF R2 < 1 then EXIT SUB | диски перекрываются 

END IF 

NEXT j 

LET accept = accept + 1 

LET x(itrial) = xtrial 

LET y(itrial) = ytrial 

END SUB 

В подпрограмме correl ‘вычисляется массив gcum, содержащий полное 

число частиц, отстоящих на расстояние от г до r+Ar от заданной 

опорной частицы. Обратите внимание Ha то, что массив gcum находится 

для 5 N опорных частиц. Несмотря на то что подпрограмма correl вы- 

зывается после каждого шага Монте-Карло, возможно, стбит вычислять 

корреляции пореже. 

SUB correl (М, х( ),у( ), дсит( ), Lx, Ly, kx, ky, bin) 

| параметр bin равен 1/dr, где dr - расстояние между кольцами 

FOR i=1toN- 1 

FOR j = i +1 to N 

LET dx = x(i) - x(j) 

LET dy = y(i) - yi) 
CALL separation( dx, dy, Lx, Ly, kx, ky) 

LET R2 = dx*dx + dy«dy 

LET г = truncate( bin*sqr( R2), 0) 

LET gcum(r) = gcum(r) + 1 

NEXT j 

NEXT i 

END SUB 

В подпрограмме output получается нормированная парная корреляци- 

онная функция g(r), для чего массив gcum делится на число выборок, 

плотность и площадь 2иг4г кольца, отстоящего от опорной частицы Ha
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расстояние г. Поскольку gcum найдено для УМ опорных частиц, мы де- 

лим этот массив также на ом, избегая тем самым двойного счета. 

SUB output (М, птс$, gcum(), Lx, Ly, dr, bin, accept) 

| вычисляется нормированная g(r) и печатаются результаты 

| максимальное расстояние между частицами равно Ly/2 

LET гтах = bin*Ly/2 

LET density = N/(Lx*Ly) | плотность 

PRINT “плотность = "; density 

LET accept = accept/(nmcs*N) 

PRINT "коэффициент принятия = "; accept 

1 9(г) вычисляется после каждого шага Монте-Карло на частицу 

LET norm = 2.0/(density*nmcs*N) | нормировка для g(r) 

FOR ir = 1 to rmax 

IF gcum(ir) > 0 then 

LET г = iredr + 0. 5xdr | вычисляем г в середине кольца 

LET area = 2*pi+*redr | площадь кольца 

LET g = gcum(ir)*norm/area 

PRINT г, 3 

END IF 

NEXT ir 

END SUB 

Последнюю конфигурацию просчитанного варианта следует сохранить 

в файле, с тем чтобы можно было ее использовать в качестве началь- 

ной конфигурации в следующем варианте. 

SUB save_config(N, Lx, Ly, x(), y()) 

INPUT prompt "Имя файла для последней конфигурации = ": fnm$ 

OPEN #2: name fnm$, access output, create new 

PRINT #2: Lx, ",”, Ly 

FOR i = 1 to N 

PRINT #2: x(i), ”,", y(i) 

NEXT i 

END SUB 

В качестве проверки программы hard_disk рассмотрим сначала одно- 

мерную систему твердых стержней. В силу простоты этой системы урав- 

нение состояния и g(r) могут быть вычислены точно. Например, урав- 

нение состояния имеет вид
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РЕ (16.32) 
МЕТ L- № 

при этом плотность равна р = N/L. Поскольку твердые стержни не MO- 

гут проходить друг сквозь друга, то легко видеть, что исключаемый 

объем составляет № и, значит, доступный объем равен L- No. Заме- 

THM, что форма уравнения состояния (16.32) совпадает с уравнением 

Ван-дерВаальса (см. гл. 6) при ненулевом вкладе притягивающей части 

взаимодействия. 

ЗАДАЧА 16.16. Моделирование твердых стержней методом Монте-Карло 

а. Модифицируйте программу hard disk так, чтобы она годилась для 

системы твердых стержней. Задайте [, = 12 и М = 10. Как согласу- 

ется плотность с максимальной возможной плотностью? Выберите на- 

чальные положения так, чтобы они образовывали одномерную сетку. 

Чему равен коэффициент принятия для варианта dxmax = 0.1? Сколь 

ко приблизительно требуется шагов Монте-Карло на частицу для 

достижения равновесия? Вычислите парную корреляционную функцию 

g(r) сг = |x|. Не забудьте, что г измеряется в единицах O. 

6. Постройте график g(r) как функцию от г. Почему при значениях 

г <1 функция g(r) = 0? Почему значения g(r) для г > L/2 не име 

ют смысла? Какой физический смысл имеют пики на кривой g(r)? 

Экстраполируя полученные для g(r) результаты на точку г=1 и 

используя формулы (16.31), определите давление. 

в. Получите функцию g(r) для нескольких меньших значений плот- 

ности, взяв за основу какую-нибудь равновесную конфигурацию из 

предыдущего варианта и увеличивая [. Как меняются размеры и рас- 

положение пиков на кривой g(r)? 

ЗАДАЧА 16.17. Моделирование твердых дисков методом Монте-Карло 

а. Основная цель этой задачи заключается в получении зависимости 

функции g(r) от плотности. Какова возможная максимальная плот- 

ность твердых дисков, иначе говоря, сколько дисков удается упа- 

ковать в ящик площадью А? Начните с моделирования системы, име- 

ющей плотность чуть меньше максимальной. Возьмите число дисков
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М = 16 и область размерами L. = 4.41 и Г, = 0.5*/ 3«Lx. Вычисли- 

те приведенную плотность р” и сравните ее с максимально возмож- 

ной плотностью. Чему равно среднее расстояние между частицами? 

Выберите начальные координаты частиц так, чтобы они образовывали 

треугольную решетку. Для начала имеет смысл величины пробных ша- 

гов взять равными 4хтах = dymax = 0.1. Получается ли при таком 

выборе шагов коэффициент принятия равным примерно 50%? Сравните 

функции g(r) для р" = 0.95, 0.92, 0.88, 0.85, 0.80, 0.70, 0.60 и 

0.30. Сохраняя неизменным отношение L/L, используйте последнюю 

конфигурацию предыдущего варианта в качестве начальной конфигу- 

рации нового варианта с более низкой р“. Подождите по крайней 

мере 20 шагов Монте-Карло на частицу, чтобы дать системе возмож- 

ность прийти в равновесное состояние, и усредните функцию gir) 

для птс$ = 100. 

6. Каково качественное поведение функции g(r) при высокой и низ- 

кой плотностях? Опишите, например, количество и высоту пиков, 

наблюдаемых у g(r). 

в. Используя соотношение (16.316), вычислите зависимость давле- 

ния от р“. Изобразите график отношения PV/NR,T как функцию OT 

р“. «Объем» равен V = LL. Является ли PV/NR,T возрастающей или 

убывающей функцией от р? Можно предположить, что при низких 

плотностях система ведет себя как идеальный газ с точностью до 

замены объема на У- No. Сравните результаты, полученные для са- 

мой низкой плотности, с этим прогнозом. 

г. Получите «снимки» дисков в интервале от десяти до двадцати 

шагов Монте-Карло на частицу. Наблюдаются ли какие-нибудь приз- 

наки плавления твердой фазы в жидкую при низких плотностях? 

“д. Вычислите «эффективный коэффициент диффузии» D путем опреде- 

ления суммарного среднего квадрата смещения <R(t)*> частиц после 

того, как равновесие достигнуто. «Время» Ё можно отождествить с 

числом шагов Монте-Карло на частицу. Находя О из соотношения О 

= <R(t)*>/4t, оцените D для значений плотности, рассмотренных в 

п. «a». Изобразите график зависимости p'D от р“. Как зависит D 

от p для разреженного газа? Попробуйте определить область зна- 

чений р“ где D резко падает. Наблюдаются ли какие-нибудь приз- 

наки фазового перехода?
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Непрерывные потенциалы. Проведенное моделирование твердых дисков 

привело нас к предварительному заключению о существовании фазового 

перехода из жидкой фазы с низкими плотностями в твердую фазу с бо- 

лее высокими плотностями. Этот результат совпадает с полученным в 

расчетах методами молекулярной динамики и Монте-Карло с ббльшими 

системами. Хотя существование перехода жидкость —твердое тело для 

систем твердых сфер вполне признано, не следует забывать, что в лю- 

бом вычислительном эксперименте используется относительно малое ко- 

личество частиц и что результаты такого рода нельзя считать доказа- 

тельством независимо от какого бы то ни было теоретического обосно- 

вания. 

Существование перехода жидкость —твердое тело для твердых сфер 

указывает на то, что этот переход обусловливается главным образом 

отталкивающей частью потенциала. Далее мы рассмотрим систему, в ко- 

торой имеется как отталкивание, так и притяжение. Нашей основной 

задачей будет определение влияния притягивающего потенциала на 

структуру жидкости. 

Примем в качестве модели потенциал межчастичного взаимодействия 

Леннарда — Джонса 

Vir) = 4e С» - (28. (16.33) 

Свойства этого потенциала были описаны в гл. 6. Для атомов аргона 

параметры Леннарда— Джонса равны 0’ = 3.405 А и 5/ЁЕв = 119.8 К. Удоб- 

но ввести безразмерные температуру и давление посредством соотноше- 

ний T* = #,Т/Е и P* = Po*/e. | 
Применим теперь алгоритм Метрополиса к непрерывному потенциалу. 

Главное изменение, которое необходимо внести в программу hard_disk, 

состоит в замене подпрограммы Overlap на подпрограмму test. В этой 

подпрограмме основной интерес представляет величина petest, которая 

представляет собой новую потенциальную энергию взаимодействия час- 

тицы с номером itrial, находящейся в пробной точке с координатами 

(xtrial, ytrial). Для простоты вычисление потенциальной — энергии 

частицы itrial производится путем подсчета энергии взаимодействия 

со всеми остальными N-1 частицами, а не только с частицами в O6- 

ласти действия потенциала (~2.30). Величина petest сравнивается с 

рео {4 — потенциальной энергией взаимодействия частицы Йа в точке 

(x(itrial), y(itrial)). Отметим, что величина ре должна вычисляться 

заранее и передаваться в подпрограмму test.
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SUB test#(N, itrial, xtrial, ytrial, x(), y(), pe, beta, Lx, Ly, kx, ky, accept) 

| алгоритм Метрополиса для непрерывных потенциалов 

DECLARE DEF V 

| itrial - номер частицы, выбранной случайно в подпрограмме move 

LET petest = 0 

LET peold = 0 

FOR j = 1 to N 

IF itrial <> j then 

LET dx = x(j) - xtrial 

LET dy = y(j) - ума 

| вычисляем правильное расстояние 

CALL зерагаНоп( dx, dy, Lx, Ly, kx, ky) 

LET R2 = dx*dx + dy*dy 

LET г = sqr(R2) 

| petest - пробная энергия взаимодействия частицы itrial 

| с остальными частицами 

LET рее = petest + V(r) 

END IF 

NEXT j 

FOR j = 1 to N 

IF itrial <> j then 

LET dx = x(j) - x(itrial) 

LET dy = y(j) - y(itrial) 

CALL separation( dx, dy, Lx, Ly, kx, ky) 

LET R2 = dx*dx + dyxdy 

LET r = sqr(R2) 

LET peold = peold + V(r) 

END IF 

NEXT j 

LET de = petest - peold 

IF de > 0 then 

IF exp(-beta*de) < md then 

EXIT SUB ! пробная конфигурация не принимается 

END IF 

END IF 

LET accept = accept + 1 

LET x(itrial) = xtrial | itrial обозначает номер частицы 

LET y(itrial) = ytrial 

LET pe = pe + de 

END SUB
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ЗАДАЧА 16.18. Моделирование простых жидкостей и твердых тел методом 

Монте-Карло 

а. Рассмотрим простую модель системы многих частиц, взаимодейст- 

вующих с потенциалом (16.33). Такую модель часто называют лен- 

нард — джонсовской, чтобы отличать ее от более реалистичных моде- 

лей жидкостей. Модифицируйте программу hard disk, чтобы можно 

было вычислять среднюю энергию, давление и двумерную леннард— 

джонсовскую парную корреляционную функцию с помощью алгоритма 

Метрополиса. (Само собой, напишите подпрограмму вычисления на- 

чальной потенциальной энергии взаимодействия.) Для простоты вы- 

числяйте средние после каждого шага Монте-Карло на частицу. Ис- 

пользуйте безразмерные единицы Е” = E/e, T = ЁТ/Е и р’ = р/о* 

Какое будет при этом определение Р“? (Не забудьте, что для иде- 

ального газа РУ = NkR,T.) 

6. Прежде чем применять алгоритм Метрополиса при T + 0, нужно 

найти Ев— энергию основного состояния на частицу при Т” = 0. 

Чтобы выполнить это вычисление по программе, разработанной вами 

В П. «а», поместите перед инструкциями, содержащими переменную 

beta, признаки комментария (!). Тогда перемещения будут прини- 

маться только в том случае, если потенциальная энергия убывает. 

Возьмите М = 16, Lx = 4.5, Ly = 6.0*sgrt(3)/2 и разместите час- 

тицы на треугольной решетке. Поскольку данная конфигурация час- 

тиц близка к равновесной, нет необходимости усреднять ES более 

чем по десяти шагам Монте-Карло на частицу. 

в. Используйте те же начальные условия, Что в п. «б», но примите 

Г” = 1.5. Возьмите dxmax = dymax = 0.15, nmcs = 100 и dr = 0.1. 

Вычислите среднюю энергию на частицу Е“. Повторите моделирование 

для ТГ = 2.5 и Г = 3.5. Как предсказывает гармоническая теория 

твердого тела, полная энергия системы определяется вкладом члена 

с T =0 и члена, отвечающего гармоническим колебаниям атомов. 

Вклад этой последней части должен быть пропорционален температу- 

ре. Сравните свои результаты для температурной зависимости Е” с 

этим предсказанием. 

г. Опишите качественный вид g(r) для твердого тела Леннарда— 

Джонса. Сопоставьте это с вашими результатами для g(r), получен- 

ными для твердых дисков. Для определения среднего давления вос- 

пользуйтесь формулой (16.29).



270 Глава 16 

д. Чему равны соответствующие температура, энергия и давление в 

единицах CGS в проведенных выше вычислительных экспериментах для 

твердого аргона? 

е. Уменьшите плотность, умножая Lx, Ly и все координаты частиц 

на 1.5. Оцените число шагов Монте-Карло на частицу, необходимое 

для получения Р“ и Е” при T = 3.5 с точностью 10%. Сравните Р”“ 
и Е“ с соответствующими значениями для идеального газа. Положи- 

тельна ли полная энергия или отрицательна? Следуя методу, рас- 

смотренному в задаче 16.17, вычислите эффективный коэффициент 

диффузии. Является ли система жидкостью или твердым телом? 

Постройте график функции g(r) в зависимости от г/б и сравните 

g(r) с результатами, полученными для твердых дисков при той же 

плотности. Моделирование систем ббльшего размера позволяет вы- 

ЧисСлить g(r) для ббльших значений г. Если позволяет время, рас- 

смотрите N = 36 и вычислите g(r) при той же плотности и темпера- 

туре. Как качественно ведет себя g(r)? Как интерпретировать пики 

на g(r) с точки зрения структуры жидкости? 

ж. Вычислите среднюю энергию, давление и функцию g(r) для Lx 

= 10, Ly = 10, 4 = 0.1, dxmax = dymax = 1.0, nmcs 2 100 и Г 

3.0. Эти условия отвечают разреженному газу. Как ваши резуль- 

таты для давления соотносятся с результатом для идеального газа? 

Как g(r) соотносится с результатами, полученными вами для жидко- 

CTH? 

“ЗАДАЧА 16.19. Обратный степенной закон взаимодействия 

Рассмотрим потенциал, обратно пропорциональный степени расстоя- 

НИЯ 

V(r) = V(o/r)". (16.34) 

Система твердых сфер представляет собой частный случай (16.34) 

при п — o. Какие фазы, по вашему мнению, будут наблюдаться при 

произвольных п? Сравните качественные особенности g(r) для «мяг- 

кого» потенциала, скажем с п = 4, со случаем твердых дисков при 

одинаковой плотности.
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16.8. ДРУГИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 

По-видимому, нет надобности убеждать вас, что методы Монте-Карло 

отличаются мощностью, гибкостью и применимы для самых разнообразных 

систем. Обобщения методов Монте-Карло, которые мы еще не рассматри- 

вали, включают в себя многочастичные движения, вынужденные движе- 

ния, где частицы стремятся двигаться в направлении действующей на 

них силы, операции с битами для моделей типа Изинга, использование 

специальных процессоров для конкретных систем и применение матрич- 

ных процессоров, которые позволяют изменять одновременно разные 

части большой системы. 

Другим приложением, которого мы не касались, является моделиро- 

вание систем с дальнодействующими потенциалами, таких, как кулонов- 

ские системы. Для таких потенциалов необходимо разрабатывать методы 

учета взаимодействий частиц в центре ячейки с бесконечной системой 

периодических копий. Одно из наиболее свежих впечатляющих приложе- 

ний метода Монте-Карло связано с анализом поведения теорий калиб- 

ровки на решетках —теорий, на которые возлагаются большие надежды в 

деле понимания фундаментальных взаимодействий материи. 

Данную главу мы завершаем обсуждением методов Монте-Карло приме- 

нительно к задачам, которые, как могло бы показаться, имеют мало 

общего с типами задач, которые мы рассмотрели. Эти задачи называют- 

ся многомерной или комбинаторной оптимизацией —модный способ ска- 

зать: «Как вы находите минимум функции, зависящей от многих пара- 

метров?». Мы объясняем сущность этого типа задач на примере, из- 

вестном как задача о коммивояжере, которую мы будем называть зада- 

чей о коробейнике. 

Задачу о коробейнике можно сформулировать следующим образом. 

Предположим, что некий коробейник хочет посетить N городов и следо- 

вать таким маршрутом, чтобы ни один город не посещать более одного 

раза, закончить поездку в том же пункте, откуда он ее начал, и со- 

кратить общее пройденное расстояние до минимума. Какой маршрут яв- 

ляется оптимальным? На рис. 16.6 показан пример М№ городов и один из 

возможных маршрутов. Задачи такого типа возникают во всех областях 

планирования и проектирования. Во всех известных точных методах оп- 

ределения оптимального пути требуемое машинное время растет как е\. 

Поэтому на практике точное решение можно находить только для задач, 

насчитывающих несколько сотен городов или меньше. Задача о коробей- 

нике принадлежит к большому классу задач, называемых М№Р-полнота — 

этим термином вы можете воспользоваться, чтобы произвести впечатле-
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Рис. 16.6. Какой маршрут является оптимальным для данного случайно- 
го расположения N = 8 узлов? Маршрут начинается и заканчивается в 
узле W. Показан один из возможных маршрутов. 

ние на своих приятелей. С помощью карандаша и бумаги отыщите опти- 

мальный путь для случайного размещения восьми городов. Каково, по 

вашей оценке, предельное количество городов, которое целесообразно 

рассматривать, не прибегая к компьютеру? 

Чтобы понять характер различных подходов к задаче о коробейнике, 

рассмотрим изображенную на рис. 16.7 «энергетическую» функцию F(a). 

Мы можем связать Е(а) с длиной пути и интерпретировать а как пара- 

метр, отражающий порядок посещения городов. В общем случае функция 

Е(а) имеет несколько локальных минимумов и один абсолютный минимум. 

Имеется ли какой-нибудь хороший метод для отыскания абсолютного ми- 

нимума функции Е(а)? Один путь —это точный расчет, т.е. изменять а 

и находить значение Е везде. Этот метод соответствовал бы определе- 

нию длины пути коробейника для каждого возможного маршрута, и оче- 

видно, что такая задача непосильна, если число городов велико. Сле- 

довательно, нужно использовать какой-то эвристический метод, т.е. 

приближенный метод отыскания пути, близкого к абсолютному минимуму. 

Один из методов состоит в том, что выбирается некое значение а, ге- 

Е(а) 1 

в 

Рис. 16.7. График зависимости функции Е(а) от параметра а.
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нерируется небольшое случайное число ба и данное изменение принима- 

ется, если Е(а+да) не превышает Е(а). Такая стратегия итерацион- 

ного уточнения соответствует поиску шагов, которые ведут к спуску. 

Поскольку, как правило, этот поиск застревает в локальном, а не 

глобальном минимуме, обычно начинают с нескольких начальных вариан- 

тов а и оставляют самый лучший результат. Как можно было бы приме- 

нить этот метод к задаче о коробейнике? 

Рассмотрим теперь, казалось бы, совсем иную задачу. Предположим, 

что мы хотим изготовить идеальный монокристалл. Возможно, вам из- 

вестно, что для этого необходимо сначала расплавить вещество, а за- 

тем очень медленно охлаждать его до требуемой низкой температуры. 

Если понижать температуру слишком быстро (быстрое «закаливание»), 

образующийся кристалл будет обладать многочисленными дефектами или 

же вовсе не вырастет. Постепенное понижение температуры называют 

отжигом. | 

Каким образом можно применить метод отжига к задаче отыскания 

минимума Е(а)? Пусть выбрано некоторое значение а, сгенерировано 

небольшое случайное число да и вычислено Е(а + да). Если Е(а + да) 

меньше или равно Е(а), данное изменение, как и ранее, принимается. 

Однако если AE = Е(а +да) - Е(а) > 0, данное изменение принимается 

с вероятностью Р = ехр (-AE/k ,f), где Г—эффективная температура. 

Эта процедура является хорошо знакомым алгоритмом Метрополиса, при- 

чем температура играет здесь роль управляющего параметра. Процесс 

вынужденного отжига состоит из начального «расплавления» системы с 

последующим постепенным понижением температуры. При каждой темпера- 

туре моделирование должно длиться достаточно долго, чтобы система 

достигала устойчивого состояния. Режим отжига, т.е. скорость пони- 

жения температуры, определяет качество решения. 

Смысл метода модельного отжига понятен —чтобы попасть в долину, 

иногда нужно взбираться на горку. Первым применением метода модель- 

ного отжига было оптимальное проектирование компьютеров. Пожалуй, 

вам стоит подумать и о других приложениях. В задаче 16.20 этот ме- 

тод используется в задаче о коробейнике. 

"ЗАДАЧА 16.20. Модельный отжиг и задача о коробейнике 

Сгенерируйте случайное расположение восьми городов в квадрате со 

стороной 10"? и выполните трудоемкий расчет по отысканию опти- 

мального пути. Затем составьте программу для решения этой задачи
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методом модельного отжига. Например, заведите массив для хране- 

ния координат каждого города и массив для хранения расстояний 

между ними. Состояние системы, т.е. путь, представляющий после- 

довательность городов, можно хранить в другом массиве. Длина 

этого пути связывается с энергией воображаемой тепловой системы. 

Из какого критерия целесообразно исходить при выборе начальной 

температуры системы’? Как можно генерировать случайные перегруп- 

пировки пути? Один из методов —выбрать случайно два города и по- 

менять местами очередность посещений. Возьмите этот метод или 

иной, который вы придумаете, и найдите подходящий режим отжига. 

Во всех случаях, когда представится возможным, сравните резуль- 

таты своего отжига с точными результатами. Распространите свои 

результаты Ha ббльшие значения N, например М = 12, 24 и 48. Для 

каждого данного режима отжига определите вероятность отыскания 

пути данной длины. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 16А. ФЛУКТУАЦИИ В КАНОНИЧЕСКОМ АНСАМБЛЕ 

Получим сначала соотношение, связывающее удельную теплоемкость при 

постоянном объеме с энергией флуктуаций в каноническом ансамбле. 

Для простоты примем обозначение И = <E>. Из определения удельной 

теплоемкости (16.14а) имеем | 

c= и - - 190, (16.35) 
ат Тов 

Из (16.3) 

u = ш2 (16.36) 
dp 

H 

au 1 92 1 2 OU -_1 982 \ ‘Еер(-ВЕ) -1`\ EP exp(-BE) = 16.37 
aB Bog 2. PP у z 2 9 ° ви 

= <Е>? — cE*>. 

Соотношение (16.146) вытекает из (16.35) и (16.37). Обратите внима- 

ние на то, что речь идет об удельной теплоемкости при постоянном 

объеме, коль скоро частные производные брались при условии, что 

энергетические уровни Е, остаются постоянными. 

Связь магнитной восприимчивости с флуктуациями намагниченности 

можно получить аналогичным образом. Предположим, что энергия может 

быть записана в виде 

E_ = E, .- HM, (16.38) 

где Е ‚—энергия В отсутствие магнитного поля, Н —наложенное внеш- 

нее поле и М, намагниченность в $-состоянии. Средняя намагничен- 

ность равна: 

<M> = Е >. М exp (-BE_). (16.39) 
$ 

Поскольку OE /dH = -M., HMeeM 

92 _ _ on у ВМ exp (-ВЕ ). (16.40)
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Отсюда получаем 

<M> = 19 ша (16.41) 
ВАН 

Используя (16.39) и (16.41), найдем 

0<M> 1 07 1 2 O<M> _ _1 02 М exp (-BE_.) + — BM“ exp (-BE ) = ЭН 22 aH у PRN 7 > | ; 

B<M>? + В<М?.. (16.42) 

Соотношение (16.156) для восприимчивости при нулевом поле вытекает 

из (16.42) и определения 

. @<M> 
Y= lim (16. 43) 

Н>0 OH 

ПРИЛОЖЕНИЕ 166. ТОЧНЫЙ РАСЧЕТ МОДЕЛИ ИЗИНГА 

ДЛЯ РЕШЕТКИ 2 x 2 

Поскольку число возможных состояний, или конфигураций, модели Изин- 

га растет как oN возможные конфигурации удается просчитать только 

для малых М. В качестве примера вычислим различные представляющие 

интерес величины для модели Изинга на квадратной решетке 2х2. На 

рис. 16.8 изображены две различные конфигурации, у которых два спи- 

на ориентированы вверх. В табл. 16.1 мы группируем состояния в CO- 

ответствии с их полной энергией и намагниченностью. Теперь пользу- 

ясь табл. 16.1, можно вычислять все интересующие нас величины. 

+ + + 
+ r 4 
У а 
+ + 4 

Puc. 16.8. Примеры конфигураций в модели Изинга на квадратной ре- 
шетке 2х2. Обратите внимание на использование периодических крае- 
вых условий.
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ТАБЛИЦА 16.1. Энергия и намагниченность 24 состояний модели Изинга 
для нулевого магнитного поля на квадратной решетке 2х2 

Число спинов вверх Вырожденность Энергия — Намагниченность 

4 1 -8 4 
3 4 0 2 
2 4 0 0 
2 2 8 0 
1 4 0 —2 
0 1 _8 —4 

Сумма по состояниям имеет вид 

Z = 2е88/ . 12 + 2е-88/ (16.44) 

Используя соотношения (16.36) и (16.44), найдем 

1 88! ов) „881 U=-7 [2(8)e 2(-8)e |. (16.45) 

Поскольку остальные рассматриваемые величины можно найти аналогич- 

ным образом, приведем только окончательные результаты: 

<E’> = т [2(64) <8 + 2(64)е 81, (16.46) 

<M> = 7 (0) - 0, (16.47) 

<|M|> = 7 [2(4)e8F + 842) | (16.48) 

«М? = ; [2(16) 28” + 84) | (16.49) 

Зависимость С и Х oT BJ может быть найдена с помощью соотношений 

(16.45), (16.46) и (16.47), (16.49) соответственно.
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А ИМ ЗО АИ ЕСИ АС А И ААВ АА С ОК 

В этой главе изучаются численные решения стационарного уравнения 

Шредингера, полученные методом Эйлера — Кромера. Движение волнового 

пакета образуется из решений для стационарных состояний с использо- 

ванием принципа суперпозиции. Затем описываются метод случайного 

блуждания для стационарного уравнения Шредингера и вариационный ме- 

тод Монте-Карло для вычисление характеристик основного состояния.
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17.1. ВВЕДЕНИЕ 

До сих пор мы моделировали поведение физических систем с помощью 

методов Монте-Карло и молекулярной динамики. В методе молекулярной 

динамики рассчитывается зависимость от времени классической траек- 

тории (координата и импульс) каждой частицы. Однако для квантовых 

систем. нельзя пользоваться методами молекулярной динамики, так как 

координата и импульс частицы не могут быть точно определены одно- 

временно. Поскольку фундаментальное описание природы по сути явля- 

ется квантовомеханическим, то возникает проблема, которая заключа- 

ется в том, что невозможно в конечном счете промоделировать природу 

на компьютере. 

Конечно, квантовая механика позволяет нам анализировать вероят- 

ности. Чтобы понять трудности, связанные с таким анализом, рассмот- 

рим сначала простую вероятностную систему, описываемую одномерным 

уравнением диффузии (см. гл. 11) 

OP(x,t) po Piet) 
aI ae , (17.1) 

где Р(х,[) —плотность вероятности того, что в момент времени Е час- 

тица находится в точке с координатой х. Один из способов вычисления 

P(x,t) основан на дискретизации переменных x и [. Предположим, раз- 

мер сетки по х выбирается из тех соображений, чтобы получить веро- 

ятность для т значений переменной x. Если выбрать значение m поряд- 

ка 103, то понятно, что для прямого вычисления Р(х,Ё) потребуется 

приблизительно 103 точек для каждого значения # По сравнению с 

этим, для соответствующего расчета методом молекулярной динамики, 

использующим второй закон Ньютона, потребовалась бы одна точка. 

Трудоемкость метода прямого вычисления становится еще более оче- 

видной, если у системы имеется много степеней свободы. Например, 

если имеется М№-частичная одномерная система, то нам нужно вычислять 

вероятность Р(х»хо,...,Х»й), где х,— координата i-H частицы. По- 

скольку для каждой координаты x, необходимо выбрать т-точечную сет- 

ку, то в каждый момент времени Ё требуется точно определять М” кон- 

фигураций. Обычно значение т выбирается того же порядка, что N, no- 

скольку бывает полезно знать вероятности в каждой точке пространст- 

ва. В результате для получения требуемой вероятности в каждый мо- 

мент времени необходимо рассчитывать порядка NN конфигураций. Сле- 

довательно, удвоение размеров системы М№М-—›2М№ приводит к экспонен-
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циальному росту машинного времени и объема требуемой памяти. 

Хотя применение метода прямого расчета ограничивается системами 

с небольшим числом степеней свободы, простота этого метода поможет 

нам понять поведение одномерных квантовых систем. После краткого 

изложения общих свойств квантовомеханических систем в разд. 17.2 мы 

рассмотрим этот метод в разд. 17.3 применительно к стационарному 

уравнению Шредингера. В разд. 17.4 мы используем решения для стаци- 

онарных состояний и принцип суперпозиции для построения решений не- 

стационарного уравнения Шредингера в виде волновых пакетов. 

Существуют ли другие методы описания систем, имеющих вероятност- 

ную природу? Поскольку мы уже познакомились с тем, как уравнение 

(17.1) можно сформулировать в виде задачи случайного блуждания, вас 

не должно удивлять то, что уравнение Шредингера можно исследовать 

аналогичным методом. В разд. 17.5 мы познакомимся с методами Монте- 

Карло для квантовых систем. В разд. 17.6 также используются методы 

Монте-Карло для получения вариационных решений основного состояния. 

17.2. ОБЗОР КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ 

Для простоты рассмотрим одномерные нерелятивистские квантовые сис- 

темы, состоящие из одной частицы. Состояние системы полностью опи- 

сывается волновой функцией Ч(х,Ё), которая интерпретируется как 

амплитуда вероятности. Поскольку частица может находиться в любой 

точке пространства то Р(х,рах-—вероятность того, что частица на- 

ходится в элементе «объема» 4х с центром в точке х в момент времени 

t, —равна 

P(x,t)dx = C|W(x,t)|?dx, (17.2) 

roe C—HOpMHpOBOUHaA постоянная. Вероятностная интерпретация V(x, f) 

означает, что удобно использовать нормированные волновые функции, 

удовлетворяющие условию 

| dx V'(x,t) Wx,t) = 1, (17.3) 

aa?) 

где \“(х,/ —функция  комплексно-сопряженная Wx,t). Тогда noctosn- 

ная С в выражении (17.2) равна 1.
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Если частица движется в потенциале V(x,t), то временная эволюция 

функции Ч(х,Ё) описывается нестационарным уравнением Шредингера 

%(х,#) |2 AW x,t) 
ih 5 

Ot 2m дх 
+ V(x,t) Wx, 2), (17.4) 

где m—macca частицы, a h—noctonnnan Планка, поделенная на 21. 

Физические величины, такие, как импульс, можно представить опе- 

раторами. Математическое ожидание, или среднее значение наблюдаемой 

величины А определяется выражением 

<A> = | ax V(x,t) AW xt), (17.5) 

где Ay — оператор, соответствующий величине А. Например, оператор, 

соответствующий импульсу р, имеет вид Pop = —тд/дх. 

Если потенциал не зависит от времени, то для уравнения (17.4) 

можно получить решения вида 

Wx, t) = Ox) exp (-iEt/h). (17.6) 

Частица, находящаяся в состоянии (17.6), имеет вполне конкретное 

значение энергии Е. Если подставить выражение (17.6) в (17.4), то 

получим стационарное уравнение Шредингера 

2 97$(х) 
- 5 + У = Е, (17.7) 

Заметим, что G(x) — собственная функция оператора Гамильтона (га- 

мильтониана) 

m2 2 

= --— —_+И(х), 17.8 op om ax (x) (17.8) 

соответствующая собственному значению Е, т.е.. 

Н„$х) = ЕФ(х). (17.9) 

Чтобы различать возможные значения энергии ЕЁ, будем отмечать состо- 

яния Фф индексом п.
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Общее решение %(х,ё) можно выразить в виде суперпозиции собст- 

венных функций оператора, отвечающего той или иной физической наб- 

людаемой величине. Например, если Н не зависит от времени, то можно 

записать 

Wx,t) = > nb y(*) exp (-iEt/h), (17.10) 
п 

где ф„— собственные функции оператора Н, а знак ), обозначает сумму 

по всем дискретным состояниям и интеграл по непрерывному спектру. 

Коэффициенты с, в формуле (17.10) можно определить из значения 

(x,t) в любой момент времени Е Например, если нам известна Ч(х, 1) 

при Ё = 0, то можно воспользоваться свойством ортогональности соб- 

ственных функций любого физического оператора и получить 

с, = | dx $*(х) W(x,0). (17.11) 

Коэффициент с, можно интерпретировать как амплитуду вероятности из- 

мерения полной энергии, при котором получается значение E 

17.3. СТАЦИОНАРНОЕ УРАВНЕНИЕ ПРЕДИНГЕРА 

Рассмотрим решения стационарного уравнения Шредингера (17.7), соот- 

ветствующие связанным состояниям. Основной наш результат будет 3a- 

ключаться в том, что допустимые решения уравнения (17.7) существуют 

только тогда, когда собственные значения квантованы, т.е. ограни- 

чены дискретным набором энергий. Чтобы решение было допустимым, 

функции @ (x) должны быть конечны для всех значений х и ограничены 

для больших значений |х| так, чтобы функцию @ (*) можно было норми- 

ровать. Для конечной функции V(x) требуется, чтобы функции @ (x) и 

(x) = dg (x)/dx были непрерывны, конечны и однозначны для всех х. 

Поскольку стационарное уравнение Шредингера является дифференци- 

альным уравнением второго порядка, то для получения единственного 

решения необходимо, вообще говоря, задать два краевых условия. Для 

упрощения анализа рассмотрим симметричные потенциалы, удовлетворяю- 

щие условию 

V(x) = V(-x). (17.12)
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Как следует из условия (17.12), можно считать, что функции G(x) об- 

ладают определенной четностью. Для четных решений (x) = $(-х); для 

нечетных решений $(-х) = -$(х). Определенная четность ¢(x) позволя- 

ет задать либо ф, либо ф’ при x = 0. 

Чтобы был понятен наш выбор подходящего алгоритма численного ре- 

шения уравнения (17.7), напомним, что решение (17.7) с V(x) = 0 

можно представить в виде линейной комбинации косинусов и сину-сов. 

Колебательный характер этого решения позволяет надеяться, что алго- 

ритм Эйлера—Кромера, рассмотренный в гл. 3, будет давать удовлет- 

ворительные результаты и в случае V(x) # 0. Алгоритм Эйлера — Кроме: 

ра реализуется следующим образом: 

1. Разбиваем область изменения х на М отрезков длиной Ах. Введем 

следующие обозначения: x = ГАх, @ = Wx) u oO = G(x). 

2. Задаем четность функции (x). Для четного решения выбираем 

$(0) = 1 и @’=0; для нечетного выбираем 9(0) = 0 и ф’=1. 

Ненулевые значения $(0) или Фф’ произвольны. 

3. Задаем начальное приближение для E. 

4. Вычисляем ae и @ используя алгоритм: 
r+1’ 

= 0 + Oe, (17.13a) 

фи=ф+ф Ах (17.136) 

5. Проводим итерации $(х) по возрастанию x до Tex пор, пока 6(х) 

не начнет расходиться. 

6. Изменяем величину Е и повторяем шаги (2)—(4). Окаймляем значе: 

ние Е, изменяя его до тех пор, пока при значении E чуть меньше 

текущего ф не будет расходиться в одном направлении, а при зна: 

чении Е чуть больше —в противоположном направлении. 

Данная процедура реализована в программе eigen для прямоугольной 

потенциальной ямы, описываемой формулой 

0 при |x| = a, 
V(x) = (17.14) 

Vo при |x| > a. 

В качестве входных параметров задаются У, и а, четность собственной 

функции, предполагаемое значение энергии FE, величина шага Ax и 

хтах —максимальное значение X, отражаемое Ha графике.
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РКОСКАМ е!деп 

CALL parameters( VO, а, xmax, dx) 

CALL plot_potential( VO, a, xmax) 

CALL Euler( VO, a, dx, xmax) 

END 

SUB parameters( VO, a, xmax, dx) 

INPUT prompt "глубина ямы = ": VO 

INPUT prompt "полуширина ямы = ": а 

INPUT prompt "размер шага dx = "; dx 

INPUT prompt "максимальное выводимое на график значение х = ": хтах 

END SUB 

SUB plot_potential( VO, a, xmax) 

SET window -хтах, хтах, -10, 10 

PLOT LINES: -xmax,-6; -a,-6; -a,-9; a,-9; a,-6; xmax,-6 

END SUB 

SUB Ещек VO, a, dx, хтах) 

DECLARE DEF V 

INPUT prompt “четная или нечетная функция (1 или -1) ”: parity 

DO 

INPUT prompt "E =": Е 

IF Е = 0 then EXIT SUB 

IF parity = -1 then 

LET phi = 0 | начальные значения npn x = 0 

LET dphi = 1 

ELSE 

LET phi = 1 

LET dphi = 0 

END IF 

LET x = 0 

DO | вычисление волновой функции 

LET x = + dx 

LET d2phi = 2*(V(x,VO0,a) - E)*phi | безразмерные единицы 

LET dphi = dphi + d2phi«dx 

LET phi = phi + dphi«dx 

PLOT POINTS: x,phi; -x, phixparity | график волновой функции 

LOOP until x > хтах or abs(phi) > 10 

LOOP 

END SUB
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DEF V(x, VO, а) | потенциал V(x) 

IF аБз(х) > a then 

LET V = VO 

ELSE 

LET V = 0 

END IF 

END DEF 

ЗАДАЧА 17.1. Бесконечная прямоугольная потенциальная яма 

а. Рассмотрите бесконечную прямоугольную потенциальную яму, или 

«задачу о частице в ящике», с потенциалом У(х) в форме (17.14) 

при Vo — o. Покажите аналитически, что собственные значения 

энергии равны Е» = пи? 8? /8та?, где пр—натуральное число. Пока- 

жите также, что нормированные собственные функции имеют вид 

$ (x) = = cos "EX (четные функции, п = 1, 3,...), (17.15a) 
a 

@ (x) = 1_ sin 20% (нечетные функции, п = 2, 4,...). (17.156) 
n va a 

Какова четность основного состояния? Почему ‘волновая функция ос- 

новного состояния не имеет ни одного узла? 

6. Положите a = 14H Vo = 150 и с помощью программы eigen найдите 

энергию основного состояния Е. частицы в бесконечной прямоуголь- 

ной потенциальной яме. Во всех задачах выбрана такая система 

единиц, что т = В = 1. Положите Ах = 0.01 и хтах = 5; количество 

отрезков № равно N = хтах/ах. Попробуйте начальные приближения 

энергии F = 1.5 и Е = 1.0. Как узнать, что энергия основного со- 

стояния лежит между этими значениями Е? Сколько вам необходимо 

попыток для получения E, с двумя десятичными знаками? 

в. Влияет ли выбор Ах на численное значение EY? Определите вели- 

чину шага Ах, при котором Е. получается с тремя десятичными зна- 

ками. Достаточно ли велико значение V,, чтобы значение E, можно 

было считать приблизительно равным энергии основного состояния 

бесконечной прямоугольной потенциальной ямы? Зависит ли получен- 

ный результат для Е от величины ф при x = 0? 

г. Напишите программу нормировки функции ф. Чему равно значение
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ф при x = 0? Сравните полученную численно волновую функцию ос- 

новного состояния с аналитическим ‚решением. 

д. Если принять во внимание число узлов (нулей) функции ф, то 

можно найти собственные функции и собственные значения возбуж- 

денных состояний, применив метод, аналогичный использованному 

для основного состояния. Например, первому возбужденному состоя- 

нию отвечает один узел и квантовое число п = 2. Модифицируйте 

программу eigen Tak, чтобы в ней вычислялось число узлов, и най- 

дите первые два возбужденных состояния бесконечной прямоугольной 

потенциальной ямы. 

е. Предположим, вы хотите найти собственное значение, соответст- 

вующее десятому возбужденному состоянию частицы в потенциальной 

яме. Можно ли использовать то же значение Vo» ЧТО И В П. «6x? 

Заметим, что невозможно получить численное решение для функции 

ф, которое не расходилось бы при достаточно больших значениях х. 

Иначе говоря, поскольку ф можно вычислить только с конечной точнос- 

тью, вычисляемая функция Ф всегда будет расходиться, если выполнить 

достаточно много шагов. Однако всегда можно вычислить ф с требуемой 

точностью, выбрав надлежащий алгоритм и достаточно малый шаг. 

ЗАДАЧА 17.2. Влияние малого возмущения на основное состояние 

бесконечной прямоугольной потенциальной ямы 

а. Определите влияние малого возмущения на собственные состояния 

и собственные значения бесконечной прямоугольной потенциальной 

ямы. Поместите маленький прямоугольный горб с полушириной b и 

высотой у, симметрично относительно точки х = 0 (рис. 17.1). Вы- 

V=\ 

Рис. 17.1. Прямоугольная потенциальная яма с горбом высотой У в ce 
редине.
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берите у, << Vo и 6b << a и определите, как изменяются энергия 

основного состояния и собственная функция в зависимости от У, и 

Ь. Каково относительное изменение E, AAA У, = 10, 6 =0.1 и 

У, = 20, 6 = 0.1? (Положите У, = 150 и а= 1.) Пусть $, обозна- 

чает собственную функцию основного состояния при В + 0, a by — 

при 6 = 0. Каково относительное изменение величины 

а 

| dx $,(х) $). (17.16) 

0 

Как связано это изменение с относительным изменением энергии? 

6. Вычислите энергию основного состояния для У, = 20 и 6 =1. 

Как соотносится это значение E, с найденным в п. «а» для у, = 10 

и 6 = 1? 

ЗАДАЧА 17.3. Конечная прямоугольная потенциальная яма 

а. Рассмотрите прямоугольную потенциальную яму конечной глубины 

с У, = 10 иа=1. Вычислите собственную функцию и собственное 

значение основного состояния, определяя такое значение Е, при 

котором функция Ф(х) не имеет ни одного узла и приблизительно 

равна нулю для больших значений х. На рис. 17.2 показана зависи- 

мость @ от X для двух различных значений энергии Е. Заметим, что 

ф стремится к +o при E = 0.77 ик -o при Е = 0.87. 

‚ Е= 0.77 

o
e
 

Рис. 17.2. Два численных решения стационарного уравнения Шредингера 
для оценок E = 0.77 и Е = 0.87. Прямоугольная потенциальная яма 
имеет параметры Vo = 10 nua = 1.
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6. Поскольку глубина ямы при x = |а| конечна, то функция @ не 

равна нулю в запрещенной классической механикой области, в кото- 

рой E<V, их> |а|. Определите «глубину проникания» как рас- 

стояние от х = а до точки, где функция Ф составляет ~ 1/е я 0.37 

от своего максимального значения. Определите качественную зави- 

симость глубины проникания от величины У. 

в. Рассчитайте возбужденные собственные состояния и собственные 

значения. Сколько всего имеется возбужденных состояний? Почему 

полное число связанных состояний конечно? 

ЗАДАЧА 17.4. Другие одномерные потенциалы 

а. Получите численные решения для нескольких первых собственных 

значений и собственных функций гармонического осциллятора с 

V(x) = ae Каким необходимо выбрать шаг Ах для получения энер- 

гии основного состояния с точностью 0.1%? 

6. Получите численное решение для ангармонического осциллятора с 

V(x) = ох. Для этого случая не существует аналитического 

решения и численные решения представляют большой интерес. Вычис- 

лите энергию основного состояния для 6 = 0.1, 0.2 и 0.5. Как 3a- 

висит энергия основного состояния от 5b при малых значениях 6? 

Как зависит собственная функция основного состояния от 65? 

в. Получите численное решение для основного состояния линейного 

потенциала 

V(x) = [x]. (17.17) 

Квантовомеханическое рассмотрение этого потенциала может быть 

использовано для изучения энергетического спектра связанной сис- 

темы кварк —антикварк, называемой кварконием. 

17.4. НЕСТАЦИОНАРНОЕ УРАВНЕНИЕ ШРЕДИНГЕРА 

Хотя нам удалось, используя численные методы, проинтегрировать 

«обыкновенное» дифференциальное уравнение (17.7), решить численно 

нестационарное уравнение Шредингера (17.4) уже не столь просто. 

Первый шаг «наивного» метода численного решения нестационарного
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уравнения Шредингера заключается во введении сетки для временной 

координаты так же, как для пространственной. Воспользуемся обозна- 

чениями Ё = (+ nAt, x = x)+rAx и Я (п) = Yr pt): Задача = 3a 

ключается в построении алгоритма, который связывает Ф(п+1) co 

значением Я (п) для каждого значения х. Примером алгоритма первого 

порядка точности по времени является 

1 +1) — - 1 52 17.1 Cent) - Wn] = an, (17.18) 

где 57% (п) представляет собой  конечно-разностную  аппроксимацию 

второй производной $ по x: 

57% (п) = (п) - 2% (п) + % (п). (17.19) 

Этот метод является примером явной схемы, поскольку, зная $ в MO- 

мент времени {, можно вычислить значение Ф в момент времени t et 

К сожалению, этот явный метод приводит к неустойчивым решениям, 

т.е. численное решение $ отклоняется от точного (см. книгу Кунина). 

Один из способов избежать указанного явления состоит в том, что 

не меняя формулу схемы (17.18), вычислять производную по координате 

в правой части в момент времени Е а не г: 

[9 (п +1) - ¥(n)] = +, 8H (n +1). (17.20) 
АЕ" r (Ax) r 

Уравнение (17.20) представляет собой неявную схему, поскольку неиз- 

вестная функция Я (п+1) входит в обе части. Для получения значе- 

ний W(n+1) необходимо на каждом шаге по времени решать систему 

линейных уравнений. Дополнительные детали этого метода и доказа- 

тельство того, что (17.20) дает устойчивые решения, можно найти в 

литературе, приведенной в конце главы. 

Вместо данного прямого численного метода предположим, что нам 

уже известны собственные функции и собственные значения стационар- 

ного уравнения Шредингера. Наш подход будет состоять в том, чтобы 

построить зависимость от времени, используя эти собственные функции 

и собственные значения и применяя принцип суперпозиции. Будем рас- 

сматривать задачу о движении волнового пакета в окрестности потен- 

циала. 

Известно, что если У(х) не зависит от времени, то можно выразить 

произвольное решение нестационарного уравнения Шредингера в виде
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(17.10), где функции (x). представляют собой решения уравнения 

Шредингера с потенциалом У(х) для стационарных состояний. Сначала 

рассмотрим движение свободной частицы. В этом случае собственные 

функции характеризуются волновым вектором Ё и пропорциональны 

exp(ikx) и ехр(—^х). Наша задача — построить волновой пакет, со- 

ответствующий частице, локализованной в окрестности точки х = xX, CO 

средним импульсом ВА, направленным вправо. Один из способов пост- 

роения такого волнового пакета состоит в составлении линейной ком- 

бинации плоских волн с весовой функцией 

с, = Nexp[-i(k - k,)x_] exp [-0( - &,)*] (17.21) 

Величина N является нормировочной постоянной. Причины такой формы 

коэффициентов с, и смысл величины & будут обсуждаться в задаче 

17.5. Поскольку включить в сумму можно только конечное число плос- 

ких волн п, приближенная форма волнового пакета при ¢ = 0 имеет 

ВИД 

W(x,0) = )_ c, ей, (17.22) 

Rk 

где суммирование проводится по k, = Ку + nhk с -n/2sns n,/2. 

Поскольку собственные значения гамильтониана свободной частицы рав- 

ны Ё, = n?k?/2m, временная эволюция функции Ч(х,Ё) определяется 

приближенным соотношением 

Ух, 6) = > с, exp [i (kx — 21/2) (17.23) 

Е 

В программе wavepacket используются выражения (17.21) и (17.23) 

для наблюдения за временной эволюцией волнового пакета в отсутствие 

потенциала. Из-за наличия комплексных чисел необходимо в языке Тгие 

BASIC рассматривать отдельно вещественные и мнимые части с, и У и 

использовать соотношение 

ikx . 
е“” = cos Ах + (cos kx. (17.24) 

Входными параметрами в программе wavepacket являются x0 —координата 

центра волнового пакета в момент времени f¢ = 0, АеПа_х-— начальная
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ширина пакета в пространстве координат, АО —средний импульс волно- 

вого пакета и п А—число волновых векторов, учитываемых в сумме 

(17.23). Для каждого значения ¢ функция Ч(х,Г) вычисляется в точках 

x = Xt rdx, где @х-—входной параметр и -3n, crs т", Про- 

грамма рисует график | W(x, t)|? для моментов времени OT ¢ = 0 до 

{ = tmax с шагом dt и для значений X, лежащих в интервале OT xmin 

до хтах. 

PROGRAM wavepacket 

| расчет движения гауссова волнового пакета 

DIM Ве_с(-50 to 50),1т_с(-50 to 50), prob(-50 to 50) 

DIM Re_phi(-50 to 50,-50 to 50) 

DIM Im_phi(-50 to 50,-50 to 50) 

CALL parameters(kO, delta_x, x0, xmin, dx, dk, dt, tmax, n_k, n_x) 

CALL packet( delta_x,x0,n_k, dk, Re_c,!m_c) 

CALL free(n_k,n_x,k0, dk, dx, Re_c,|lm_c,Re_phi, lm_phi) 

DO 

LET t = t + dt 

CALL move(t,n_k,n_x,k0, dk, ах, Re_phi, Im_phi, prob) 

CALL plot( prob, xmin, n_x, dx) 

LOOP until t > tmax 

END 

SUB parameters(kO, delta_x, x0, xmin, dx, dk, dt, tmax, п_К, п_х) 

INPUT prompt “минимальное значение x = ": хтт 

INPUT prompt “максимальное значение x = ": хтах 

INPUT prompt "начальная координата пакета = ": x0 

INPUT prompt "ширина волнового пакета в х-пространстве = ": delta x 

INPUT prompt "размер шага = "”: dx | не путать с 4еНа_х 

LET п_х = (хтах - xmin)/dx | число точек, в которых вычисляется psi 

INPUT prompt “центральный волновой вектор пакета = ": КО 

INPUT prompt "число волновых векторов = ": n_k 

LET dk = 2/(delta_x*n_k) 

LET п_К = n_k/2 

LET n_x = n_x/2 

INPUT prompt “war no времени = ": dt 

INPUT prompt “полное время = ": tmax 

LET ymax = 0.5 

SET window xmin, xmax,-0.1, ymax 

END SUB
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SUB packet( delta_x,x0,n_k,dk,Re_c(),Im_ce()) 

| вычисляются коэффициенты с(К) 

LET sum = 0 | используется для нормировки с(К) 

FOR ik = -n_k to n_k 

LET delta_k = ikedk | разность между К и КО 

LET с = exp(-delta_k*delta_k«delta_x*delta_x/4) 

! фаза обусловлена стартом в точке x0 не равной 0 

LET Re_c(ik) = c*cos(-delta_k*x0) 

LET Im_c(ik) = cxsin(-delta_k*x0) 

LET sum = sum + Im_c(ik)*lm_c(ik) 

LET sum = sum + Re_c(ik)*Re_c(ik) 

NEXT ik 

LET norm = dk*sqr(1/sum) 

FOR ik = -n_k to n_k 

LET Re_c(ik) = norm*Re_c(ik) 

LET Im_c(ik) = погтжт_с( К) 

NEXT ik | 
END SUB 

SUB free(n_k,n_x,k0, dk, dx,Re_c(),Im_c(),Re_phi(,), Im_phi(, )) 

| вычисляются величины а(К) exp(ikx) 

FOR ik = -n_k to n_k 

LET К = КО +ik*dk 

РОК ix = -n_x to n_x 

LET arg = k*ix*dx 

LET fr = cos(arg) 

LET fi = sin( arg) 

LET Re_phi(ik,ix) = fr*Re_c(ik) - fi*lm_c(ik) 

LET Im_phi(ik,ix) = frelm_c(ik) + fi*Re_c(ik) 

NEXT ix 

NEXT ik 

END SUB
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SUB move(t,n_k,n_x,k0, dk, dx, Re_phi(, ), lm_phi(, ), prob( )) 

| вычисление суммы по К выражений psi(k,x)exp(-iEt) и расчет psi(x, t) 

РОК ix = -n_x to n_x 

LET Re_psi = 0 

LET Im_psi = 0 

FOR ik = -n_k to n_k 

LET К = КО + Пак 

LET arg = -0. 5жКжКж 

LET fr = cos(arg) 

LET fi = sin( arg) 

| вычисление действительной и мнимой частей ря 

LET Re_psi = Re_psi + Re_phi(ik, ix)*fr 

LET Re_psi = Re_psi - Im_phi(ik, ix)*fi 

LET Im_psi = Im_psi + Re_phi(ik, ix)*fi 

LET Im_psi = Im_psi + Im_phi(ik, ix)*fr 

NEXT ik 

LET prob(ix) = Re_psi*Re_psi + Im_psixlm_psi 

NEXT ix 

END SUB 

SUB plot( prob( ), xmin, n_x, dx) 

CLEAR 

FOR i = -n_x to n_x | построение графика вероятности 

LET x = ixdx 

PLOT x, prob(i); 

NEXT i 

PLOT 

LET xmax = x 

PLOT LINES: xmin, 0;xmax, 0 

FOR i = -n_x to n_x | нанесение делений 

LET x = ixdx 

PLOT LINES: x,0; x,0.01 

NEXT i 

END SUB 

ЗАДАЧА 17.5. Движение свободного волнового `пакета 

а. Приведите явный формулы для коэффициентов C,, использованных 

в программе wavepacket? При каком значении А коэффициент С, 

симален? При каком значении Rk величина [2,12 ве раз меньше CBO- 

мак-
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‚его максимального значения? Что целесообразно считать шириной 

[2,122 Как в программе wavepacket определяется ширина пакета в 

Е-пространстве? Как обосновать соотношение dk = 2/delta_x«n_k, 

используемое в программе wavepacket? Напомним, что мы приняли 

систему единиц C fh = m = 1. 

6. Используя программу wavepacket, проследите за движением сво- 

бодной частицы в области без потенциала. Задайте xmin = -10, 

хтах = 10, ху = -7, аейах=1, ах= 0.5, ^0=2, nk = 20, 

dt = 0.5 и tmax = 10. Как меняется форма волнового пакета с те- 

чением времени? Зависит ли форма волнового пакета от выбора па- 

раметров dx и п К? 

в. Модифицируйте программу wavepacket так, чтобы можно было не- 

посредственно измерять зависимость от времени величин X(t) и 

А№х(Ё) координаты и ширины пакета. Как имеет смысл определить 

Ax(t)? (Выберите такое определение Ах(Г, чтобы Ах(=0) = 

= delta_x.) Как качественно зависят х,(1) и Ax(t) от @ Как из 

менятся ваши результаты, если начальную ширину волнового пакета 

уменьшить в четыре раза? 

Теперь проследим за движением волнового пакета при наличии по- 

тенциала. Необходимо заменить собственные функции exp(ikx) в dop- 

муле(17.23) на собственные функции гамильтониана Я = р?/2т + V(x). 

Рассмотрим одномерный потенциальный бариер при х = 0: 

0, х = 0, 
V(x) = (17.25) 

У, х > 0. 

Собственные функции при E > Vo имеют вид 

где 

exp (1х) + B exp (tk, x), x = 0, 
g(x) = (17.26a) 

S exp(ik,x), x > 0, 

р = 2meE 
1 + 2 

И 2т(Е - Vo)
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B= “2 
R, + Ro 

2k, 
S = . (17.266) 

R, + Ro 

Если Е < У, то решение является аналитическим продолжением функции 

(17.26) с заменой k,—>ik. Основное изменение, которое необходимо 

сделать в программе wavepacket, заключается в замене подпрограммы 

free подпрограммой step. Заметим, что в подпрограмме step форма 

собственных функций зависит от положения и энергии волнового пакета 

относительно барьера. 

SUB Яер(п_К, п_х, КО, dk, dx, Re_c(), lm_c(), Re_phi(, ), Im_phi(, )) 

| вычисляются с(К) [exp(ikix) + Bexp(-ikix)] при x <= 0 

1 с(К) $ exp(ik2x) npn x > 0 

PRINT "барьер при x = 0" 

INPUT prompt "высота барьера = ": VO 

FOR ik =.-n_k to n_k 

LET ki = КО +Ижак 

LET Е = .5*К1»жК1 | масса равна единице 

IF E > VO then 

LET k2 = sqr(2*(E - \У0)) 

LET Re_B = (ki - k2)/(kf + k2) 

LET Im_B = 0 

LET Re_S = 2*К1/(К1 + k2) 

LET Im_S = 0 

ELSE 

LET k2 = sqr(2*(VO - E)) 

LET denom = kiki + k2*k2 

LET Re_B = (ki*ki - k2*k2)/denom 

LET Im_B = 2*k1*k2/denom 

LET Re_S = 2«kixk1/denom 

LET Im_S = -2«ki*k2/denom 

END IF 

| вычисление psi(k,x, t = 0) 

FOR ix = -n_x to 0 

LET arg = kixixedx 

LET cs = cos(arg)
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LET si = sin( arg) 

| используем равенства sin(-kx) = -sin(kx) и cos(-kx) = cos(kx) 

LET Re_g = cs + Re_Bxcs + Im_Besi 

LET Im_g = si + Im_Bxcs - Re_Bxsi 

LET Re_phi( ik, ix) 

LET Im_phi(ik, ix) 

NEXT ix 

FOR ix = 1 to n_x 

LET arg = К2жхжах 

IF E > VO then | осциллирующая волновая функция 

Re_g*Re_c(ik) - Im_g*lm_c(ik) 

Re_g*Ilm_c(ik) + Im_g*Re_c(ik) 

LET cs = cos(arg) 

LET si = sin( arg) 

ELSE 

LET cs = exp(-arg) | экспоненциальное затухание 

LET si = 0 

END IF 

LET Re_g = Re_Sxcs - Im_Sxsi 

LET Im_g = Im_S*cs + Re_S*si 

LET Re_phi(ik,ix) = Re_g*Re_c(ik)-Im_g*lm_c(ik) 

LET Im_phi(ik,ix) = Re_g*lm_c(ik)+lm_g*Re_c(ik) 

NEXT ix 

NEXT ik 

END SUB 

ЗАДАЧА 17.6. Падение волнового пакета на потенциальный барьер 

а. Воспользуйтесь программой wavepacket, заменив в ней подпро- 

грамму free на подпрограмму step, и рассчитайте движение волно- 

вого пакета, падающего на потенциальный барьер, расположенный 

при x = 0. Положите xmin = -10, хтах = 10, ху = -7, delta x = 1, 

dx = 0.5, RO = 2, nk = 20, dt = 0.5, tmax = 10 и высоту барьра 

У, = 2. Качественно опишите движение волнового пакета. Сохраня- 

ется ли форма пакета гауссовой для всех Ё? Измерьте высоту и 

ширину отраженного и проходящего волновых пакетов. Определите 

время 2, столкновения падающей волны с барьером в точке x = 0. 

Распадается ли частица на части при х = 0? Определите время Г, 

за которое отраженная волна возвращается в точку х = xX). Выпол- 

няется ли равенство t = t? Если эти времена не равны, объясни- 

те причину расхождения.
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x=0 x=a 

Рис. 17.3. Потенциальный барьер высотой У, расположенный между 
х = бих = а. 

6. Проведите аналогичное исследование для значения Vo = 10. Bar 

полняется ли условие [, я [ в этом случае? 

в. Как движется классическая частица с кинетической энергией, 

соответствующей центральному волновому вектору К = Ro? 

ЗАДАЧА 17.7. Рассеяние волнового пакета на потенциальном барьере 

а. Рассмотрим потенциальный барьер вида (рис. 17.3) 

Го, x< 0, 
V(x) = + У OF xX =a, (17.27) 

| 0, х>а 

Собственные функции при Е < Vo имеют вид (для частицы, налетаю- 

щей слева) 

exp(ikx + В exp(-ikx), x < 0, 

x g(x) = 4 С exp(-Kx) + В ехр(кх), 0 = x <a, (17.28a) 

Е exp(ikx), X> a, 

где 

2 _ 2тЕ 

в? 
2 _ 2т(У, - Е) 

K* = :2 , 

В = i(k? + K?) sh Ka 
A b 

Сс - Rik + к) ехр(-ка) 
А , 



Квантовые системы 299 

р = —k(ik - К) exp(Ka) 

A 

E = 2kK exp(-ka) 

A 

А = 2kkchka - i(k? - Kk?) sh ка. (17.286) 

Используйте эти собственные функции и сделайте соответствующие 

изменения в подпрограмме step. Создайте серию «снимков», показы- 

вающих, как пакет приближается к барьеру и затем взаимодействует 

с ним, порождая проходящий и отраженный пакеты. Положите a = 1и 

Vo = 2 и paccMOTpHTe поведение волнового пакета для значений 

Ry = 1, 1.5, 2 и 3. При каких значениях Ro движение волнового 

пакета качественно совпадает с движением классической частицы? 

Расплывается ли пакет со временем? Как зависит изменение ширины 

пакета от его энергии? 

6. Рассмотрите прямоугольную потенциальную яму с Vo = -2 и обсу- 

дите те же вопросы, что и в п. «а». 

ЗАДАЧА 17.8. Движение волнового пакета внутри бесконечной 

потенциальной ямы 

а. Рассмотрите движение волнового пакета, которое ограничено 

стенками в бесконечной потенциальной ямы шириной 2а. Постройте 

волновой пакет, состоящий из первых десяти собственных функций 

бесконечной потенциальной ямы. Центр волнового пакета расположи- 

те в точке x = 0, функции с, выберите гауссовыми, ширину |2." 

задайте равной а. Учтите в сумме как положительные, так и отри- 

цательные волновые векторы. Заметим, что значения А дискретны и 

должны равняться пи/2а. Опишите временную эволюцию волнового па- 

кета. Какое движение соответствует классическому движению части- 

цы в ящике? 

6. Выберите начальную ширину пакета намного меньшей 2а. Чем от- 

личается движение волнового пакета от движения в п. «а»? 

В. Повторите вычисления п. «a>, учитывая только положительные 

волновые векторы. Изменится ли движение волнового пакета?
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17.5. АНАЛИЗ КВАНТОВЫХ СИСТЕМ С ПОМОЩЬЮ МЕТОДА 

СЛУЧАЙНЫХ БЛУЖДАНИЙ 

Познакомимся теперь с методом Монте-Карло, в основе которого лежит 

связь уравнения Шредингера с процессом диффузии в мнимом времени. 

Наш метод следует статье Андерсона (см. список литературы). Чтобы 

понять указанную связь, произведем в нестационарном уравнении Шре- 

дингера для свободной частицы замену т = Й/В и получим 

94(х,т) 2 97%(х, т) 

д Эт д? (17.29) 

Заметим, что уравнение (17.29) совпадает по форме с уравнением диф- 

фузии (17.1) и, следовательно, мы можем интерпретировать волновую 

функцию как плотность вероятности диффузионного процесса с коэффи- 

циентом диффузии D = 12/2 т. 

Может показаться, что формальная аналогия между процессом диффу- 

зии и уравнением Шредингера для свободной частицы только усложнит 

решение последнего. Однако вспомним, что в гл.11 мы установили 

возможность использования метода случайного блуждания для моделиро- 

вания решения уравнения диффузии. Следовательно, вместо того, чтобы 

решать непосредственно уравнение Шредингера, можно заменить его на 

эквивалентную задачу о случайном блуждании. 

Поскольку уравнение Шредингера линейно, можно представить себе 

не одного пешехода, а много пешеходов, которые движутся независимо 

друг от друга. Как можно объяснить роль потенциальной энергии У(х)? 

Перепишем уравнение Шредингера в следующем виде: 

AW(x,t) 12 974 (х,т) 
оз ^ ИХ». (17.30) 

Если бы член VW отсутствовал, то выражение (17.30) было бы обычным 

уравнением диффузии. С другой стороны, если бы в правой части был 

только один член УЧ, то (17.30) можно было бы понимать как кинети- 

ческое уравнение, описывающее ветвящиеся процессы, такие как радио- 

активный распад или экспоненциальные процессы рождения и смертности 

в популяции. Следовательно, в целом это уравнение можно трактовать 

как комбинацию диффузионного и ветвящегося процессов, в которых 

число пешеходов увеличивается или уменьшается в точке х в зависи- 

мости от знака функции V(x). Заметим, что в диффузионной интерпре-
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тации требуется, чтобы амплитуда вероятности была неотрицательной. 

Теперь, когда мы начали понимать правила игры, давайте посмот- 

рим, как можно определить волновую функцию и энергию основного со- 

стояния. Известно, что если провести замену T = it/h, то общее ре- 

шение уравнения Шредингера можно записать [см. (17.10)] в виде 

W(x,t) = )_ с, $(х) exp (-E, 7). (17.31) 
п 

Для достаточно больших T основной вклад в сумму (17.31) дает член, 

соответствующий состоянию с наименьшей энергией. Отсюда, имеем 

4х, т) —> Cobq(x) exp (-Е\т). (17.32) 

Из соотношения (17.32) видно, что пространственная зависимость ра‹ 

пределения вероятностей случайных пешеходов для больших значений T 

пропорциональна собственной функции основного состояния Фо. Однако 

мы также видим, что плотность вероятности ЧФ(х,Г) того, что пешеход 

находится в точке х, в конце концов стремится к нулю, если E, не 

равно нулю. Эту проблему можно обойти, отсчитывая Е от произволь- 

ной начальной энергии У сер которая выбирается так, чтобы достига- 

лось приблизительно стационарное распределение. 

Разработаем метод нахождения энергии основного состояния. Хотя 

можно попытаться подогнать зависимость от Ё вычисляемого распреде- 

ления вероятностей случайных пешеходов под формулу (17.32) и исклю- 

ЧИТЬ Ey эта процедура не привела бы к получению точных значений 

энергии основного состояния Е. В дальнейшем мы покажем, что Ey 

можно найти из соотношения 

п. V(x. 
gE = vy - ет М. 0 En, (17.33) 

где п‚—число пешеходов, находящихся в точке х, в момент времени т. 

Тогда можно получить оценку для E,, вычисляя сумму в (17.33) для 

нескольких значений T, если получено стационарное распределение. 

Для вывода формулы (17.33) перепишем (17.30) и (17.32) в явном 

виде, вводя начало отсчета потенциала (опорный потенциал) У ef 

4(х,т) 4,2 04 (х,т) 
тая ^^ YU) = Vp) M2) (17.34)
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Ч(х,т) * с®5(х) ехр [-(E, _ V ет]. (17.35) 

Проинтегрируем сначала (17.34) по x. Поскольку д%/дх при |x| > o 

стремится к нулю, получим 

— 
dx = -| V(x)W(x,t)dx + У | Wat)dx (17.36) 

at ref 

Если продифференцировать выражение (17.35) по т, TO получим COOTHO- 

шение 

OV( x, Car = Way Вет) (17.37) 

Подставим выражение (17.37) для an в (17.36) и получим 
т 

| (У og E 4х, бах = -| Ух) (х, thdx + | Mota (17.38) 

Следовательно, если в (17.38) сократить члены, содержащие V ef TO 

получим 

Е | пет) dx = [ Ибо) Ах (17.39) 

ИЛИ 

Туск, Е) ах 
= (17.40) 

0 [ (х,т) dx 

Искомый результат (17.33) получается отсюда связыванием функции 

V(x) с числом пешеходов в точке X. 

Хотя вывод формулы (17.33), возможно, показался довольно слож- 

ным, правила случайного блуждания просты: 

1. Помещаем No пешеходов в начальные точки x, где x, необязатель- 

но совпадают с узлами сетки. 

2. Вычисляем опорный потенциал V_. = 1 vv. 
ref No ii
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3. Случайным образом передвигаем пешехода вправо или влево на за- 

данный шаг As. Длина шага As связана с шагом по времени AT со- 

отношением (As)? = DAT. (Заметим, что О =} в системе единиц с 

В = тм = 1.) 

4. Вычисляем AV = [V(x) - У АТ и случайное число г на отрезке 

[0, 1]. Если AV>O и rx Av, пешеход удаляется. Если AV < 0 и 

г < -AV, то добавляем другого пешехода в точку x. (Эта процеду- 

ра является точной только в пределе бесконечно малого шага по 

времени. ) 

5. Повторяем шаги 3—4 для каждого ‘из No пешеходов. Затем заменяем 

опорный потенциал на 

у с= WV - L(N-N д, (17.41) 

ге N—wHoBpoe число пешеходов, а <И>—средняя потенциальная 

энергия N пешеходов. Это среднее значение У представляет собой 

оценку энергии основного состояния. 

6. Повторяем шаги 3—5 до тех пор, пока энергия основного состоя- 

ния не достигнет стационарного значения со случайными флуктуа- 

циями. Затем усредняем эти оценки по многим испытаниям для по- 

лучения средней энергии основного состояния и рассчитываем рас- 

пределение случайных пешеходов. 

В программе qwalk данный алгоритм реализован для потенциала гар- 

монического осциллятора. Пешеходы распределяются случайным образом 

на расстоянии Srange от начала координат. Другими входными парамет- 

рами являются М№М— требуемое число пешеходов, па! —число испытаний 

на одного пешехода и 45 —размер шага. Программа выводит десять зна- 

чений энергии, каждое из которых получено усреднением по 10% испы- 

таний. Первые 10% испытаний при усреднении не учитываются. 

PROGRAM qmwalk 

DIM xsite( 2000) 

RANDOMIZE 

CALL initial(N, srange, ds, ntrials, Vref, xsite) 

CALL walk(N, srange, ds, ntrials, Vref, xsite) 

END
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SUB initial (М, srange, ds, ntrials, Vref, xsite( )) 

DECLARE DEF V 

INPUT prompt "требуемое число пешеходов = ": М 

INPUT prompt "введите длину шага = ": ds 

INPUT prompt "число испытаний = ": ntrials 

INPUT prompt "начальная область размещения пешеходов = ": srange 

FOR i = 1 to N 

LET xsite(i) = srange*(0.5 - rnd) | координата i-ro пешехода 

LET Vref = Vref + V(xsite(i)) 

NEXT i 

LET Vref = Vref/N 
oa PRINT “энергия”, "число пешеходов”, "опорный потенциал” 

PRINT 

END SUB 

SUB walk (М, srange, ds, ntrials, Vref, xsite( )) 

DECLARE DEF V 

DIM psi(-500 to 500) 

LET ninitial = N 

LET nwalker = N 

LET dt = ds*ds 

LET nbar = 10 

число пешеходов в начале испытания 

число пешеходов в ходе испытания 

шаг по времени 

=
 

с
ы
 

о
в
 

о
в
 

число усреднений 

LET nave = ntrials/nbar | число испытаний для усреднения энергии 

LET nequil = 0.1*ntrials | число испытаний до "устойчивого состояния” 

LET dx_plot = 0.2 

LET scale = srange/dx_plot 

FOR itrial = 1 to ntrials 

LET vsum = 0.0 

FOR iwalker = ninitial 

IF rnd < 0.5 then 

LET xsite( iwalker) 

ELSE 

LET xsite(iwalker) 

END IF 

| шаг графика волновой функции 

| масштабирование для индекса массива psi 

| полная потенциальная энергия 

to 1 step -1 

xsite(iwalker) + ds 

xsite(iwalker) - ds
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LET potential = V(xsite( iwalker)) | потенциал в xsite 

LET dv = potential - Vref 

IF dv < 0.0 then | проверка на добавление пешехода 

IF rnd < -dv*dt then 

LET nwalker = nwalker + 1 

LET xsite(nwalker) = xsite( iwalker) | новый пешеход 

LET vsum = vsum + 2*potential 

ELSE 

LET vsum = vsum + potential | только для старого пешехода 

END IF 

ELSE 

IF rnd < dv*dt then | проверка на удаление пешехода 

| замена пешехода новым 

LET xsite(iwalker) = xsite(nwalker) 

LET nwalker = nwalker - 1 

ELSE 

LET vsum = vsum + potential 

END IF 

END IF 

NEXT iwalker 

LET vave = vsum/nwalker | средний потенциал 

| принятие решения о печати средних 

IF mod(itrial,nave) = О then 

LET Eave = (vave + esum)/nave 

PRINT Eave, nwalker, Vref 

LET esum = 0 

ELSE 

LET esum = esum + vave 

END IF 

IF ntrials > nequil then 

FOR iwalker = 1 to ninitial 

LET x = xsite(iwalker)*scale 

LET psi(x) = psi(x) + 1 | число пешеходов в каждом узле 

NEXT iwalker 

END IF 

LET Vref = vave - (nwalker - N)/(N«*dt) |! новый опорный потенциал 

LET ninitial = nwalker 

NEXT itrial 

CALL wave_function( psi, scale) 

END SUB
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SUB wave_function (psi(), scale) 

INPUT prompt "строить график волновой функции 2": choices 

IF choice$ = “y" then 

FOR i = -100 to 100 

LET sum = sum + psi(i)*psi(i) 

NEXT i 

LET norm = sqr(sum/scale) 

SET window -100,100,-0.5,2 

PLOT LINES: -100,0;100,0 

PLOT LINES: -scale,-0.1;-scale,0.1 |! нанесение деления в xsite = -1 

PLOT LINES: scale, -0.1; scale, 0.1 | нанесение деления в xsite = 1 

РОК i = -99 to 100 

PLOT LINES: i-1, psi(i-1)/norm; i, psi(i)/norm 

NEXT i 

END IF 

END SUB 

DEF V (xsite) 

LET V = 0.5xxsite*xsite 

END DEF 

ЗАДАЧА 17.9. Основные состояния гармонического и ангармонического 

осцилляторов 

а. С помощью программы qmwalk вычислите энергию основного состо- 

яния и собственную функцию для потенциала У(х) = сх. Положите 

начальное число пешеходов равным М = 50, длину шага ds = 0.1 и 

ntrials = 100. Разместите пешеходов случайным образом в области 

-1<x< 1, те. задайте srange = 2. Сравните свою оценку Ey 

полученную методом Монте-Карло, с точным значением E, = 0.5. 

6. Положите ntrials = 400. Насколько улучшится оценка энергии Ey 

в этом случае? Сколько потребуется испытаний для получения 3Ha- 

чения E, с точностью 1%? Постройте график пространственного рас- 

пределения случайных пешеходов и сравните его с точной волновой 

функцией основного состояния. 

В. Получите численное решение для ангармонического осциллятора с 

потенциалом
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Vix) = hx? + 6x9 (6 « 1). (17.42) 

Рассмотрите следующие значения параметра: 6 = 0.1, 0.2 и 0.5. 

Для данного потенциала не существует аналитических решений, и 

поэтому численные решения имеют большое значение . Оценка влия- 

ния члена х3 необходима для изучения ангармоничности колебаний 

той или иной физической системы, например колебательного спектра 

двухатомных молекул. 

ЗАДАЧА 17.10. Основное состояние прямоугольной потенциальной ямы 

а. С помощью программы qmwalk вычислите энергию и волновую функ- 

цию основного состояния прямоугольной потенциальной ямы (17.14). 

Положите Vo = 5, N = 100, ds = 0.1, srange = 2 и ntrials = 300. 

6. Увеличивайте значения Vo и найдите зависимость энергии OCHOB- 

ного состояния от У Используя полученные результаты, оцените 

предельное значение энергии основного состояния при Vo — ®. 

в. Модифицируйте потенциал так, чтобы V(x) = У, при |x| < 0.2, 

Vix) = 0 при 0.2 < |x| = 1 и V(x) = Vo при |x| > 1. Положите 

У; = 10 и У, =2. Как изменятся энергия и собственная функция 

основного состояния? 

ЗАДАЧА 17.11. Основное состояние цилиндрического потенциала 

Вычислите энергию и волновую функцию основного состояния для 

двумерного цилиндрического потенциала 

V(r) or Sh (17.43) r) = ; 
-V r > 1, 0° 

где r? = x7 + y’. Модифицируйте программу qmwalk, используя дву- 

мерные декартовы координаты, например добавьте в нее массив 

ysite для хранения укомпонент координат пешеходов. Что получит- 

CA, если начать моделирование не с аксиальносимметричного исход- 

ного распределения пешеходов?
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Приведенный выше алгоритм случайного блуждания можно улучшить, 

вводя метод выборки по значимости. Идея заключается в использовании 

такого начального приближения волновой функции, которое заставит 

пешеходов проводить больше времени в наиболее значимых областях по- 

тенциала. Если записать [(x,T) = Ч(х,т)ф. (х,т), то можно показать, 

что уравнение движения для функции f(x,T) по форме аналогично ис- 

ходному уравнению Шредингера и его можно исследовать на основе про- 

цесса случайного блуждания с наложенными дрейфовым и ветвящимся 

членами. Применение хорошей пробной волновой функции $: уменьшает 

дисперсию и делает возможным решение уравнения Шредингера для не- 

скольких сотен частиц. Другое усовершенствование метода случайного 

блуждания основано на переформулировании задачи диффузии, которое 

полностью исключает систематические ошибки, обусловленные конечнос- 

тью шага по времени. Такая формулировка называется методом Монте- 

Карло для функции Грина. Более подробное изложение методов выборки 

по значимости и Монте-Карло для функции Грина можно найти в литера- 

туре, приведенной в конце главы. 

17.6. ВАРИАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ МОНТЕ-КАРЛО ДЛЯ 

КВАНТОВОМЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Другой подход к моделированию квантовомеханических систем заключа- 

ется в использовании вариационного метода для получения верхних 

границ значений энергии основного состояния. Такой вариационный ме 

тод имеет многочисленные приложения, особенно в атомной и молеку- 

лярной физике, ядерной физике и физике конденсированного состояния. 

Поскольку вариационный метод рассматрен в нескольких учебниках, мы 

только кратко опишем здесь основы этого метода. Затем обсудим неко- 

торые методы Монте-Карло для реализации вариационного метода. 

Рассмотрим физическую систему с гамильтонианом A op Buna (17.8). 

Предположим, что собственные значения E и соответствующие собст- 

венные функции ф, не известны. Вариационный принцип утверждает, что 

для произвольной функции P(X) выполняется неравенство 

Hy - Ген) dx | 
[$ (*) $(х) ах ° 

(17.44) <
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где Е — энергия основного состояния системы. Это неравенство пре- 

вращается в точное равенство только в том случае, когда P(x) явля- 

ется собственной функцией гамильтониана Н, соответствующей собст- 

венному значению Ё,. Величину <H> можно трактовать как математичес- 

кое ожидание полной энергии для приближенной волновой функции Ф(х). 

Неравенство (17.44) лежит в основе вариационного метода. Проце- 

дура состоит в выборе пробной волновой функции, форма которой физи- 

чески обоснована и которая ‘зависит от одного или более параметров. 

Вычисляется величина <H> и параметры варьируются до тех пор, пока 

не получится минимальное значение <H>. Это значение <H> представля- 

ет собой верхний предел истинной энергии основного состояния. 

Сначала опишем метод Монте-Карло для получения пробных волновых 

функций для систем малой размерности. Для простоты рассмотрим одно- 

мерную систему и введем сетку с шагом Ах такую, что функция Ф опре- 

делена только в точках x = гАх. Процедуру метода Монте-Карло можно 

сформулировать следующим образом: 

1. Выбираем правдоподобные значения функции Фф в точках x. 

2. Выбираем случайную точку x и изменяем значение @ = ф(х ) на 

случайную величину из интервала [-0,0]. 

3. Вычисляем изменение AF для <H>. Если AE < 0, то предпринятое 

изменение ф(х ) принимается, в противном случае оно отвергается. 

4. Повторяем шаги 2 и 3 до Tex пор, пока <Н> не перестанет сущест- 

венно меняться. 

Данная процедура реализована в программе variation для одномер- 

ных симметричных потенциалов. Вклад кинетической энергии при x = x 

аппроксимируется выражением $ (2$, _ $ _ ф_.)/[(2Ах)* Заме- 

тим, что поскольку кинетическая энергия зависит от кривизны функции 

ф, то изменение функции Ф в точке х = xX меняет энергию не только в 

точке X = xX, HO ив точках X = X Hx =X 
r—1 г+Т
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PROGRAM variation 

| получение основного состояния с помощью вариационного метода 

| варьируется волновая функция и принимаются только те изменения, 

| которые уменьшают энергию 

DIM phi(-200 to 200) 

CALL initial( dx, М, delta, Е, norm, phi, nmove) 

CALL changes( dx, М, delta, Е, norm, phi, nmove) 

END 

SUB initial ( ах, М, delta, Е, norm, phi(), nmove) 

DECLARE DEF V | 

INPUT prompt "максимальное значение x = ": хтах 

INPUT prompt "число точек в каждом направлении = ": М 

LET dx = xmax/N 

INPUT prompt “максимальное изменение волновой функции = ": delta 

SET window -хтах, хтах, -0. 5, 1 

LET delta = 2xdelta 

LET nmove = 10*М | число испытаний между графиками 

FOR Г =1 to N 

LET x = ixdx 

LET phi(i) = ехр(-. 5*х*х) | начальная функция 

LET phi(-i) = phi(i) 

LET norm = norm + 2*phi(i)*phi(i) | нормировка 

NEXT i 

LET phi(0) = 1 

| "интегрирующий” множитель dx опускается в pe, ke и нормировке 

LET norm = norm + phi(0)*phi( 0) 

FOR i = 1 to N | вычисление начальной энергии 

LET x = ах 

LET pe = phi(i)*phi(i)*V(x) 

LET ke = .5*phi(i)*(2*phi(i) - phi(i+1) - phi(i-1))/(dx*dx) 

ТЕТЕ = + 2*(pe + ke) | множитель 2 для phifi) and phi(-i) 

МЕХТ 1 

LET Е = Е + V(0)*phi(0)*2 

LET E = E + 0.5*phi(0)*( 2*phi(0) - phi(1) - phi(-1))/(dx*dx) 

END SUB
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SUB changes (ах, М, delta, Е, norm, phi( ), nmove) 

DECLARE DEF V 

DO 

LET Ecum = 0 

FOR imove = 1 to nmove 

LET i = МК Мгла + 1) | координата 

LET dphi = (rnd - 0.5)*delta | изменение волновой функции 

LET phi_trial = phi(i) + dphi ! новая волновая функция в 1-м узле 

LET dphi2 = phi_trial*phi_trial - phi(i)*phi(i) 

| изменение потенциальной энергии dV 

| изменение кинетической энергии dK 

| dK содержит изменение кинетической энергии в «узлах» 1+1 

Ти 1-1, обусловленное изменением волновой функции в !{-м узле 

LET dV = dphi2*V(ixdx) 

LET dK = (dphi2 - dphix( phi(i+1) + phi(i-1)))/dx*2 

IF i = O then 

LET Ема! = Е + dK+ dV ! пробная энергия 

LET norm_trial = norm + dphi2 | новая константа нормировки 

ELSE | вносим изменение, обусловленное phi(i) и phi(-i) 

LET Ема! = Е + 2*(dv + dk) | новая энергия 

LET norm_trial = norm + 2*dphi2 |! новая константа нормировки 

END IF 

LET dE = (Etrial/norm_trial) - (E/norm) 

IF dE < 0 then ! если энергия уменьшилась, phi_trial принимается 

LET phi(i) = phi_trial 

LET phi(-i) = phi_trial 

LET norm = norm_trial 

LET E = Etrial 

END IF 

LET Ecum = Ecum + E/norm | накапливание энергий 

NEXT imove 

LET Eave = Ecum/nmove | средняя энергия 

PRINT “среднее значение энергии основного состояния ="; Eave 

INPUT prompt "рисовать, стоп или продолжать (p/s/c) ": choices 

IF choice$ = "р" then CALL plot_phi( phi, М, dx, norm) 

LOOP UNTIL choice$ = “s” 

END SUB
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SUB plot_phi ( phi(),N, dx, norm) 

DECLARE DEF V 

1 построение графика волновой функции и потенциала 

CLEAR 

LET dy = 0.01 | высота делений 

PLOT LINES: -Мжах, 0; Мжах, 0 

PLOT 

FOR i = -N to N | нанесение делений 

LET x = ixdx 

PLOT LINES: x,0; x, dy 

PLOT LINES: -x,0; -x, dy 

NEXT i 

PLOT ° 
LET scale = 0.025 | зависит от высоты потенциала 

FOR i = -N to М 

LET x = ixdx 

PLOT POINTS: x, V(x)*scale 

NEXT | 

LET norm_phi = 1/sqr( norm) 1 нормировка для phi 

PLOT 

FOR i = -N to N 1 построение графика волновой функции 

LET x = ixdx 

LET iabs = abs(i) 

PLOT x, phi(iabs)*norm_phi; 

NEXT i 

END SUB 

DEF V(x) 

LET У = .5ж*х*х | потенциал гармонического осциллятора 

ЕМО ОЕР 

ЗАДАЧА 17.12. Вычисление методом Монте-Карло основного состояния 

гармонического и ангармонического осцилляторов 

а. Воспользуйтесь программой variation для вычисления энергии 

основного состояния гармонического осциллятора. Входные парамет- 

ры: М-— число точек, в которых вычисляется пробная функция Фф, и 

хтах — максимальное значение xX. Величина delta определяет макси- 

мальное изменение функции Ф. Программа печатает значение AE и
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строит график функции ф после каждых 100N испытаний. Положите 

N = 40, хтах = 4 и delta = 0.1. Какая в программе variation на- 

чальная пробная волновая функция основного состояния? 

6. Выберите в качестве пробной волновой функции (x) = COs xX. 

Сколько потребуется испытаний для получения оценки энергии о0с- 

новного состояния C точностью 1%? Какова итоговая точность вы- 

численной пробной волновой функции? 

в. Выберите в качестве пробной волновой функции (x) = 1. Сколь- 

ко потребуется испытаний для получения оценки энергии основного 

состояния с точностью 1%? С какой функцией ф получается более 

быстрая сходимость к результату? 

г. Рассмотрим  ангармонический потенциал V(x) = +. По- 

стройте график функции V(x) для значения 6 = 1/8. Используя тео- 

рию возмущений первого порядка, вычислите в наинизшем порядке 

изменение энергии основного состояния, обусловленное членом x 

Затем воспользуйтесь программой variation для вычисления Е и 

сравните полученное значение с результатом для гармонического 

осциллятора (6 = 0). Выберите значения параметров N и хтах таки- 

ми, чтобы энергия получалась с точностью до 1%. Каков разумный 

критерий выбора значения параметра delta? 

д. Рассмотрите ангармонический потенциал из п. «г» с В = -1/8. 

Постройте график функции У(х). Используя теорию возмущений пер- 

вого порядка, вычислите в наинизшем порядке изменение энергии 

основного состояния, обусловленное членом x’. Затем воспользуй- 

тесь программой variation и получите оценку E,. Имеют ли ваши 

оценки нижний предел или нет? Почему? 

ЗАДАЧА 17.13. Расчеты методом Монте-Карло прямоугольных 

потенциальных ям 

а. Воспользуйтесь программой variation для оценки энергии основ- 

ного состояния прямоугольной потенциальной ямы (17.14) с пара- 

метрами Vo = 2 nu a= 1. Положите хтах = 2, М = 40 и delta = 0.1 

и рассмотрите начальные пробные волновые функции G(X) = Cos x, 

ехр (-x?/2) и 1. Какое из начальных приближений для функции Фф 

дает более быструю сходимость к результату? Чему равна «глубина 

проникания» вычисленной волновой функции?
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6. Замените потенциал V(x) на 

ГУ, 151 30.2, 

Vix) = 4 0, 0.2 < Ix} = 1, (17.45) 

| 2, Ix] > 1. 

Kak, по вашему мнению, будет зависеть энергия основного состоя- 

ния OT Ve Предположите, что у, << У, и найдите новую собствен- 

ную функцию и собственное значение, начав с пробной функции 

g(x) = cos x. Как соотносятся вычисленные значения с ожидаемыми? 

Изменяется ли глубина проникания в область |x| > 1 за счет заме- 

ны функции У? 

в. Рассмотрите двойную потенциальную яму (х > 0) вида 

Г +40, |[х| > 4, 

-40, 3<=< |x| < 4, 

Vix) = 4 0, 2< |x} < 3, (17.46) 

-20, 1 |x| < 2, 

| 0, [x] < 1. 

Постройте график функции V(x) и изобразите схематически на этом 

же графике форму начальной пробной функции основного состояния. 

Рассчитайте функцию основного состояния, используя значения па- 

раметров хтах = 4.5, М = 45, delta = 0.05 с начальной функцией 

ф=1 при |х| £15 и @=0 при fx| > 1.5. Постройте график по- 

лучившейся оценки пробной волновой функции и сравните его с ожи- 

даемой формой функции ф. Почему вы не получили разумную оценку 

функции $? 

г. Повторите вычисления п. «в», но с начальной пробной функцией 

ф = exp (-х^) (положите delta = 0.05). Объясните, почему  полу- 

ченные вами результаты для <Н> и Ф отличаются OT тех, которые 

получены В п. «в». Придумайте другой метод пробных изменений 

функции ф, например одновременное изменение функции ф для многих 

значений х, который ускорит сходимость результатов даже при пло- 

хом выборе начальной пробной волновой функции.
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Вместо расчета функции ф на сетке можно предложить вариационный 

метод на базе разложения ф по полному набору базисных функций Г: 

Ф= Ус, (17.47) 

В этом методе Монте-Карло будет сохраняться конечное число членов в 

(17.47) и варьироваться коэффициенты с, до тех пор, пока He полу- 

чится разумная оценка минимума <Н>. Хотя этот метод наиболее поле- 

зен в случае ббльших размерностей, мы рассмотрим его только для од- 

номерного случая. Чтобы осуществить данную процедуру, необходимо 

вычислить матричные элементы вида 

9
 HI <n|T| mo, (17.48a) 

< tl <n|V| т>, (17.486) 

где Т и V—onepatopbl кинетической и потенциальной энергии соответ- 

ственно. Для полноты заметим, что матричные элементы ‹п|А|т> опера- 

тора А в одномерном случае определяется как 

<n|A|m> = | dx fA. (17.49) 

В случае ббльших размерностей пространства для вычисления матричных 

элементов можно воспользоваться методами Монте-Карло. Если матрич- 

ные элементы известны, TO математическое ожидание <H> вычисляется 

по формуле 

<H> = nom - (17.50) 

Данный метод Монте-Карло использован в задаче 17.14..



Глава 17 

“ЗАДАЧА 17.14. Вычисление методом Монте-Карло энергии основного 

состояния для потенциала Морза 

Рассмотрим потенциал Морза 

V(x) = (1-е*)?, (17.51) 

для которого можно получить аналитические решения для собствен- 

ных значений и волновой функции. Поскольку V(x) * x? для малых, 

значений х, разумно в качестве базисных функций выбрать решения 

соответствующей задачи о гармоническом осцилляторе: 

ф, = МН exp (-x°/2). (17.52) 

Полиномы Эрмита имеют вид 

H (x) = (-1)"ехр (x2) `` exp (2). (17.53) 
dx" 

Нормировочная постоянная М равна 

1 1/2 

М, = [5725я | (17.54) 

Для данного выбора базисных функций матричные элементы T om можно 

вычислить аналитически. В результате имеем 

mt 7 если n= т, 

cn|T|m = 4 3 У(п + 1)(n +2), econ n=m+ 2, (17.55) 

0 в остальных случаях. 
ъ 

Матричный элемент У т можно выразить через матричный элемент 

<п|е “| т = п" Зехр (а*/4) тт! М Nx 

п+т (-а)Р 

кд [2 (п+т - 1) (n+ 1- т)! (т +1 - п). 
p=|n-m| шаг 2
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а. Убедитесь в правильности этих матричных элементов. Указание: 

для вычисления матричного элемента оператора У используйте соот- 

ношение 

ехр (-52 +2sx) = 

n=0 

6. Воспользуйтесь приведенными выше выражениями для матричных 

элементов и напишите программу, реализующую тот же алгоритм, что 

и в программе variation. Иначе говоря, изменяем с, на произволь- 

ную величину из отрезка [-0,0], вычисляем AE и принимаем пред- 

принятое изменение, только если AE ‹ 0. Положите начальные зна- 

чения Cy =Ти c,= 0 для n# QO и л оставьте в суммах (17.50) 

только первые пять членов. Проведите несколько прогонов програм- 

мы и вычислите наилучшую оценку для энергии основного состояния 

Ey: Сравните свою оценку с точным результатом E, = 0.582. Как 

изменятся ваши результаты, если в сумме сохранить десять членов? 

Предполагается, что в своих первых прогонах программы вы положи- 

ли 9 = 0.1. Как изменится ‘оценка энергии основного состояния, 

если уменьшить д? 

Придумайте другие задачи, для которых соединение вариационного 

подхода с методами Монте-Карло даст полезные результаты. Для полу- 

чения еще лучшей пробной волновой функции имеется другая возмож- 

ность, состоящая в соединении вариационных методов Монте-Карло с 

методами случайного блуждания.
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ЭПИЛОГ: 

ОДИНАКОВЫЕ ПРОГРАММЫ — ОДИНАКОВЫЕ РЕШЕНИЯ 

Особо выделяется тот факт, что методы, которые были рассмотрены в 

задачах классической механики и статистический физики, можно приме- 

нять для самых различных природных явлений.
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18.1. ЕДИНСТВО ФИЗИКИ 

Мы с вами рассмотрели уже множество тем и приложений, и все же это 

составляет лишь крохотную часть возможностей численного моделирова- 

ния физического мира. Нам известно, однако, что одинаковые принципы 

и алгоритмы применяются ко многим типам явлений и, как убедительно 

выразился Фейнман, «одинаковые уравнения —одинаковые решения». По- 

этому методы Монте-Карло, те же самые, которые мы применили для мо- 

делирования диффузии частиц в газе и для анализа квантовомеханичес- 

ких волновых функций, можно использовать и для диффузии нейтронов в 

графите. Быть может, не столь очевидно, что сходные методы Монте- 

Карло можно использовать для изучения проблем удержания кварков и 

химической кинетики. Фактически возрастание роли компьютера в науч- 

ных исследованиях в настоящее время усиливается взаимодействием 

различных разделов физики и связью физики с другими науками. 

Компьютер не только позволил нам полностью осознать единство фи- 

зики, HO помог по-новому рассматривать явления, что дополняет тра- 

диционные методы. Коль скоро мы обсудили множество примеров из об- 

ласти физики, приведем пример из теоретической экологии. Рассмотрим 

простую модель хищник — жертва, представляющую акул и рыбу. Предпо- 

ложим, что коэффициент рождаемости рыбы не зависит от численности 

акул и что количество уничтожаемой каждой акулой рыбы пропорцио- 

нально полному числу рыб. Последнее допущение было бы верным, если 

бы район охоты каждой акулы был неизменным, районы охоты разных 

акул не пересекались и каждая акула находила в своем районе посто- 

янную часть рыбного косяка. Если предположить, что функция F(t) — 

количество рыбы в момент времени Е, —непрерывна, то можно записать 

ЧИ = [6 - 4.50] Е, (18.1) 

где 5(Р —численность акул в момент времени Ё а 6, и 4, —постоян- 

ные коэффициенты, не зависящие от F и 5. Далее, нам необходимо 

уравнение для скорости изменения числа акул. Допустимо предполо- 

жить, что число детенышей, рожденных каждой акулой, пропорционально 

количеству рыбы, съеденной данной акулой. Если, кроме того, считать 

смертность постоянной, то имеем 

4500 = [b,F(t) - 45] 50. (18.2) 

Уравнения (18.1) и (18.2) известны как уравнения Лотки — Вольтерра.
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Заметим, что сделанное в уравнении (18.2) предположение о том, что 

скорость роста пропорциональна произведению численности обеих попу- 

ляций, аналогично принципу действия массы в химической кинетике, 

согласно которому скорости реакции растут как произведение концент- 

раций молекул. Систему этих двух уравнений можно исследовать стан- 

дартными методами и решить численно с помощью алгоритма Эйлера — 

Кромера. В состоянии ли вы объяснить, почему динамика поведения ре- 

шений уравнений (18.1) и (18.2) обладает цикличностью? 

В приведенной модели хищник — жертва предполагалось, что число 

хищников и жертв меняется непрерывным образом. Теперь очертим крат- 

ко другую модель хищник — жертва, которую проще всего сформулировать 

в виде вычислительного алгоритма. Модель, которую мы опишем, явля- 

ется двумерным клеточным автоматом, называемым Ba—Top (см. список 

литературы). , 

i. Исходя из требуемой концентрации рыб и акул, OHH помещаются 

случайным образом в узлы прямоугольной сетки. Всем рыбам и аку- 

лам присваивается случайный возраст. 

ii. На временном шаге | рассматривается по очереди каждая ры- 

ба. Определяется число ближайших соседних узлов, которые не за- 

няты в момент времени ¢ 4, и рыба передвигается в один из сво- 

бодных узлов случайным образом. Если все четыре соседних узла 

заняты, рыба не перемещается. 

iii. Ecau рыба выживает за время, кратное числу шагов fbreed, у 

рыбы появляется один потомок. Новая рыба помещается в старую по- 

зицию рыбы-родителя. 

iv. Ha временном шаге [ рассматривается по очереди каждая аку- 

ла. Если все ближайшие к акуле соседние узлы в момент времени 

1 | He заняты, акула перемещается в один из четырех свободных 

узлов случайным образом. Если хоть в одном соседнем узле нахо- 

дится рыба, акула перемещается случайным образом в один из этих 

занятых узлов и поедает рыбу. 

у. Если за nstarve шагов акула ничего не съедает, она погиба- 

ет. Если акула выживает в течение времени, кратного sbread ша- 

гов, ТО она обзаводится одним детенышем. Новая акула помещается 

в предыдущую позицию своего родителя. 

Каково динамическое поведение Ba—Top? Проявляют ли Ва-—Тор и 

уравнения Лотки —Вольтерра сходное поведение? Реалистична ли модель
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Ва—Тор? Каковы достоинства и недостатки каждого подхода? Указания 

о численных значениях параметров посмотрите в литературе из приве- 

денного списка. Представляете ли вы, как можно было бы модифициро- 

вать модель Ba—Top, чтобы смоделировать химическую реакцию? 

18.2. ПЕРКОЛЯЦИЯ И ГАЛАКТИКИ 

Помимо того что компьютер позволяет рассматривать более сложные не- 

линейные задачи, он усилил современную тему в физике, а именно объ- 

единяющую роль коллективного поведения. Иными словами, системы, об- 

разованные из множества составных частей, при определенных условиях 

проявляют одинаковые свойства, причем природа этих частей и вид 

взаимодействия их друг с другом могут различаться. Ниже мы приведем 

два примера коллективного поведения, относящиеся к областям эпиде- 

миологии и структуры спиральных галактик. Изложение почти повторяет 

статью Шульмана и Сейдена (см. список литературы). 

Рассмотрим воображаемую болезнь под названием перколит. Эта бо- 

лезнь не вырабатывает никакого иммунитета, и продолжительность ее 

инкубационного периода и собственно заболевания составляет по 24 

часа каждый. Предположим, что болезнь протекает в столь легкой фор- 

Me, что страдающие ею в состоянии вступить в контакт со всеми людь- 

ми из своего окружения. В момент времени Ё = 0 один человек заража- 

ется болезнью от источника, находящегося вне данного круга лиц. 

Пусть все население составляет N человек, время Ё измеряется в 

днях, вероятность заразиться равна р и п(К —математическое ожида- 

ние числа больных в момент времени ЕЁ Убедитесь в TOM, что для М = 

= 1000 и р = 0.0005 шанс обнаружить заразившегося этой болезнью не- 

делю спустя исчезающе мал. С другой стороны, предположим, что р = 

= 0.002. Тогда п(1=1) = 2, n(t=2) * 4 и можно гарантировать, 

что через некоторое время среднее число больных составит приблизи- 

тельно 800 человек. Можете ли вы определить критическую вероятность 

р, такую, что при р < р, среднее число больных равно нулю, а при 

р = р, не равно нулю? 

Заметим, что мы не делали никаких предположений относительно то- 

го, какие именно лица заразятся. Модель перколита является примером 

простейшей перколяции, для которой возможно аналитическое решение. 

Какие модификации модели могли бы сделать ее более реалистичной? 

Скажутся ли эти модификации на коллективном поведении модели? Воз- 

можны ли полные аналитические решения в общем случае?
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В завершение разговора о модели перколяции Шульмана и Сейдена мы 

приводим ниже листинг программы galaxy — реализацию модели на языке 

True BASIC—u призываем вас исследовать ее свойства. Основным фак- 

тором, позволяющим использовать модель перколяции для галактик, яв- 

ляется распространяющееся формирование. звезд. Область галактики мо- 

жет содержать необходимые ингредиенты для формирования звезды — MO- 

лекулярный газ, надлежащие температуры и плотности, но будучи пре- 

доставлены сами себе, они ничего не образуют. Однако если через газ 

проходит ударная волна от сверхновой, то имеется много шансов для 

образования звезды. Сама сверхновая является результатом предшест- 

вующего образования по соседству с ней звезды. Поэтому мы вправе 

считать, что данная область галактики сходна с восприимчивым к пер- 

колиту индивидуумом —без источника никакого перколита нет. Вместо 

того чтобы определять, какие области обладают необходимыми условия- 

ми для образования звезды, мы суммируем всю неопределенность и из- 

менчивость в одном параметре р, представляющем вероятность того, 

что взрыв сверхновой в одной области приведет к образованию звезды 

в соседней области. 

Другое важное наблюдение, которое нам необходимо сделать в отно- 

шении спиральных галактик, состоит в том, что галактики не вращают- 

ся жестко (с постоянной угловой скоростью), а с хорошей точностью 

вращаются с постоянной круговой скоростью. Свойства случайного са- 

мораспространяющегося образования звезды и постоянной круговой ско- 

рости вводятся в програму galaxy следующим образом. Представим се- 

бе, что вся галактика разбита на концентрические кольца, которые в 

свою очередь делятся на ячейки одинаковой площади (рис. 18.1). 

Рис. 18.1. Вид полярной сетки, применяемой в программе galaxy. Все 
ячейки имеют одинаковую площадь и в среднем по шесть ближайших со- 
седей. Черным кружком обозначена активная область формирования зве- 
зды. На следующем шаге по времени она может вызвать образование 
звезд в ячейках, отмеченных белыми кружками. Заметим, что с течени- 
ем времени соседи в смежных кольцах будут меняться за счет диффе- 
ренциального вращения. |
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Рис. 18.2. Структура галактики, полученная программой galaxy. Пара- 
метры задачи: количество колец М, = 49, начальное число активных 

ячеек М. = 500, круговая скорость v= 1.0 (200 км/с), вероятность 

индуцированного образования звезды р = 0.18, шаг по времени dt = 10 

(107 лет) и длительность варианта tmax = 50. (Проверьте свою про- 
грамму для М, = 10 и М. = 75.) 

Каждая ячейка соответствует области пространства размером с гигант- 

ское молекулярное облако и движется с одной и той же круговой ско- 

ростью и. Угловая скорость составляет W = U/r, где г- расстояние 

кольца от центра галактики. В момент времени [ каждая ячейка явля- 

ется либо занятой (активной или пассивной), либо свободной. Занятая 

ячейка остается активной в течение только одного временного шага. В 

момент времени Е соседи каждой активной ячейки активируются с 

вероятностью р. Дополнительные подробности моделирования показаны 

на рис. 18.1 и в программе galaxy. На рис. 18.2 приведен результат 

типичного моделирования галактики.
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PROGRAM galaxy 

| модель, предложенная Шульманом и Сейденом 

DIM L(O to 50,300) 

DIM Lnew(0 to 50,300) 

CALL parameter(Nr, Мс, у, dt, tmax, р) 

CALL initial( Nr, Nc, L, Lnew) 

DO 

CALL rotate(Nr, м, dt, L) 

CALL growth(Nr, p,L, Lnew) 

CALL spiral( Мг, L) 

LET t = ++ dt 

LOOP UNTIL + > tmax 

END 

SUB parameter (Nr, Мс, у, dt, tmax, р) 

INPUT prompt “число колец = " : Nr 

INPUT prompt "число исходных звездных скоплений = ": Мс 

INPUT prompt "круговая скорость = ": у 

INPUT prompt "вероятность роста = ": р 

INPUT prompt “war по времени = ": dt 

INPUT prompt "максимальное время = ": tmax 

END SUB
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SUB initial (Nr,Nc,L(,), Lnew(, )) 

RANDOMIZE 

| вычисляется начальное положение каждой ячейки 

FOR ir = 1 to Nr 

LET da = 2pi/( 6*ir) 

FOR ia = 1 to 6+" 

LET L(ir,ia) = iaxda 

NEXT ia 

NEXT ir 

| ячейки занимаются случайным образом 

FOR ic = 1 to Ne 

LET ix = int(Nrernd + 1) 

LET iy = int(Nr*rnd + 1) 

LET ir = sqr(ix*ix + iy*iy) 

IF ir <= Nr then 

LET ia = МКТ + 6*ir«rnd) 

LET L(ir,ia) = -L(ir,ia) | занятые ячейки отрицательны 

LET Lnew(ir,ia) = 1 | активные ячейки 

END IF 

NEXT ic 

END SUB 

SUB rotate (Nr, v, dt,L(, )) 

FOR ir = 1 to Nr 

Гу постоянна, а угловая скорость w меняется 

LET w = у/й 

FOR ia = 1 to’ 6«ir 

LET anew = abs(L(ir,ia)) + уж 

LET anew = mod( anew, 2*р!) | новый угол 

LET Ци а) = sgn(L(ir,ia))*anew 

NEXT ia 

NEXT ir 

END SUB
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SUB growth (Nr, p,L(,), Lnew(, )) 

| Lnew - новая занятость 

РОК ir = 1 to Nr 

| максимальный острый угол между ближайшими соседними ячейками 

LET acute = 2«pi/(5.95ir) 

| минимальный угол (между 180 и 360 град.) 

LET reflex = 2*pi - acute 

FOR ia = 1 to 6*ir |] ia - номера ячеек 

IF Lnew(ir,ia) = 1 then 

LET Lnew(ir,ia) = O ! ячейка активна только один шаг по времени 

FOR jr = ir - 1 to ir + 1 

IF (jr > 0) and (jr <= Nr) then 

FOR ja = 1 to 6jr 

IF L(jr,ja) > 0 then 

LET dis = abs(abs(L(ir,ia)) - abs(L( jr, ja))) 

IF (dis < acute) or (dis > reflex) then 

IF rnd < p then 

LET L(jr,ja) = -abs(L(jr,ja)) ! новая занятая ячейка 

LET Lnew(jr,ia) = 1 | новая активная ячейка 

END IF 

END IF 

END IF 

NEXT ja 

END IF 

NEXT jr 

END IF 

NEXT ia 

NEXT ir 

END SUB
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SUB spiral (Nr,L(,)) 

| вывод результатов 

CLEAR 

SET window -85,85,-55,55 

FOR ir = 1 to Nr 

FOR ia = 1 to 6+ir 

IF L(ir,ia) < О then 

LET a = abs(L(ir,ia)) 

LET x = irxcos(a) 

LET у = нжет(а) 

FOR i = 1 to 30 | изображаем занятые ячейки 

LET xp = x + 0.5 - rnd 

LET yp = у + 0.5 - rnd 

PLOT POINTS: xp,yp 

NEXT i 

END IF 

NEXT ia 

NEXT ir 

END SUB 

Разумеется, проведенный краткий разговор о галактиках не ставит 

целью убедить вас, что механизм, предложенный Шульманом и Сейденом, 

правилен. Скорее наша задача состоит в том, чтобы показать, как 

иная точка зрения может навести на мысль о новых подходах в других 

областях. 

18.3. КАК КОМПЬЮТЕРЫ ВЛИЯЮТ СЕГОДНЯ НА ФИЗИКУ ? 

Наверное, нет необходимости убеждать вас в TOM, что компьютеры из- 

меняют сегодня способ нашего восприятия физического мира. Вопрос 

«Как можно сформулировать данную задачу на компьютере?» уже заста- 

вил по-новому взглянуть на старые задачи и позволяет нам рассматри- 

вать новые. 

Как повлияют компьютеры на обучение физике? На сегодняшний день 

наиболее распространенным применением компьютеров является оказание 

помощи студентам в понимании тем, которые проходились в курсе обу- 

чения в течение многих лет. До сих пор компьютер не изменил качест- 

венно ни метод учебы, ни сами изучаемые темы. Что произойдет, когда 

компьютеры станут столь же обычным явлением, как микрокалькуляторы?
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Не заставят ли численное моделирование и вычислительные методы по- 

тесниться аналитические методы? Не превратятся ли таблицы интегра- 

лов в такой же анахронизм, как логарифмическая линейка? Должен ли 

математический анализ удерживать традиционно важное место в учебном 

плане? Следует ли считать, что мы «понимаем» природное явление, 

если в состоянии построить его вычислительную модель, которая поз- 

воляет осуществлять прогнозы, согласующиеся с экспериментом ? Нужно 

ли ПО крайней мере получать хоть какие-то аналитические результа- 

ты? Какой вам видится роль комьютеров в обучении ? 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Е. УКАЗАТЕЛЬ ПРОГРАММ НА ЯЗЫКЕ TRUE BASIC: 

ЧАСТЬ 2 

Приводится список номеров страниц с программами на языке Тгие 

BASIC из u. 2 книги. 

Указатель программ моделирования на языке TRUE BASIC 

Программа 

integ 

integ2 
random 
random_walk 
random walk2 
lattice gas 

site 
continuum 

cluster 

sin le cluster 

Koch ~ 
invasion 

box 

ideal ‘demon 
Ising demon 

conduct 

Boltzmann 

Ising 

hard disk 
eigen 

wavepacket 
qmwalk 

variation 

galaxy 

Страница Описание 

Вычисление одномерного интеграла методом 
прямоугольников 

Двумерное численное интегрирование 
Употребление генератора случайных чисел 
Одномерное случайное блуждание 
Двумерное случайное блуждание 
Моделирование двумерного решеточного газа 

методом Монте-Карло 
Рисование Sonar pa ячеечной перколяции 
Рисование конфигураций непрерывной 

перколяции 
Маркировка кластеров ячеечной перколяции 

и расчет характеристик кластеров 
Визуализация ренорм-группы 
Рост уединенного перколяционного кластера 
Генерирование треугольной кривой Коха 
Образование оккупирующего перколяционного 

кластера 
Моделирование частицы в ящике методом 

Монте-Карло 
Метод подсчета совпадений Ма 
Моделирование идеального газа в микрока- 

ноническом ансамбле методом Монте-Карло 
Моделирование одномерной модели Изинга 

методом Монте-Карло 
Моделирование одномерной модели Изинга с 

тепловым потоком методом Монте-Карло 
Алгоритм Метрополиса для одномерной 

классической частицы 
Алгоритм Метрополиса для двумерной модели 

Изинга 
Алгоритм Метрополиса для жестких дисков 
Вычисление энергетических уровней и 

собственных функций в одномерном случае 
Демонстрация движения волнового пакета 
Анализ уравнения Шредингера методом 

случайного блуждания 
Вариационный расчет основного состояния 

методом Монте-Карло 
Перколяционная модель формирования 

галактики 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Ж. РАСПЕЧАТКИ ПРОГРАММ НА ЯЗЫКЕ ФОРТРАН: 

ЧАСТЬ 2 

Ниже приводятся распечатки перевода восьми программ, приведенных в 

ч.2 текста, с языка True BASIC на Фортран-77. Программы пропуска- 

лись на машине УАХ 11/750. Поскольку язык Фортран разрабатывался в 

те годы, когда машинная графика еще не получила широкого распрост- 

ранения, TO стандартный Фортран не содержит никаких графических 

инструкций и подпрограмм. В качестве примера использования графи- 

ческого пакета в Фортране в наших программах проиллюстрировано при- 

менение PLOT 10 (фирма ТеКгоп!х) —распространенного пакета, имею- 

щегося на машине УАХ и других компьютерах. На большинстве компьюте- 

ров РЕОТ 10 может также вызываться из Паскаля. Краткое описание 

графических подпрограмм из пакета PLOT 10, задействованных в наших 

программах, приведено в табл. Г1. 

ГЛАВА 10 

PROGRAM integ 

ж вычисляется интеграл oT f(x) в пределах oT x = a go x = b 

CALL initial( a,b, В, п) 

CALL rectangle(a,b,h,n, area) 

CALL output( area) 

STOP 

END 

SUBROUTINE initial( a,b, В, п) 

ж а - нижний предел интегрирования, b - верхний предел 

а = 0.0 

Ь = 0. 5*( 3.14159) 

WRITE(6,*) 'число интервалов = ' 

КЕАС( 5, *) п 

h = (b - a)/n 

RETURN 

END
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SUBROUTINE rectangle( а, Ь, В, п, area) 

х=а 

sum = 0 

DO 100 i = 0O,n - 1 

sum = sum + f(x) 

x=x+¢+h 

100 CONTINUE 

area = sum*h 

RETURN 

END 

SUBROUTINE output( area) 

WRITE( 6,13) area 

13 РОКМАТ( 2x, 'площадь = ',F12.7) 

RETURN 

END 

FUNCTION f(x) 

f = cos(x) 

RETURN 

END 

ГЛАВА 11 

PROGRAM rwalk 

ж моделирование Монте-Карло одномерного случайного блуждания 

DIMENSION prob( -64: 64) 

CALL start(p,N, ntrial, iseed) 

DO 100 itrial = 1, ntrial 

CALL walk(ix, р, М, iseed) 

* сбор данных после М шагов 

CALL data( ix, xcum, x2cum, prob) 

100 CONTINUE 

CALL aver(N, ntrial, xcum, x2cum, prob) 

STOP 

END
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SUBROUTINE start(p, М, ntrial, iseed) 

WRITE(6,*) 'начальное случайное число (положительное целое) = ' 

READ(5,*) iseed 

ж число испытаний 

ntrial = 100 

ж вероятность шага вправо 

р = 0.5 

WRITE(6,*) '’максимальное число шагов = 

READ(5,*) М 

RETURN 

END 

SUBROUTINE walk( ix, р, М, iseed) 

ж М-шаговое блуждание 

начальное положение для каждого испытания 

ix = 0 

DO 100 istep = 1,N 

IF (ran(iseed).le.p) then 

ix = ix + 1 

ELSE 

ix = ix - 1 

ENDIF 

100 CONTINUE 

RETURN 

END 

SUBROUTINE data(ix, хсит, х2сит, prob) 

DIMENSION prob(-64: 64) 

xcum = xcum + ix 

x2cum = x2cum + ix*ix 

prob(ix) = prob(ix) + 1 

RETURN 

END
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ГЛАВА 12 

35 

SUBROUTINE aver(N, ntrial, хсит, х2сит, prob) 

средние значения для М-шагового блуждания 

DIMENSION ргоБ{-64: 64) 

znorm = 1.0/ntrial 

xbar = xcum*znorm 

x2bar = x2cum*znorm 

DO 10 i = -N,N 
prob(i) = prob(i)*znorm 

WRITE( 6, 13) i, prob(i) 

FORMAT( 2x, i6, f10. 5) 

CONTINUE 

var = x2bar - xbar*xbar 

sigma = saqrt( var) 

WRITE(6,*) 'среднее смещение = ', xbar 

WRITE(6,*) ‘sigma = ', sigma 

RETURN 

END 

PROGRAM perc! 

DIMENSION lIat( 100, 100), r( 100, 100), ici( 100, 100), np( 5000) 

DIMENSION mass( 5000) 

CALL start(L, р, ntrial, iseed) 

DO 100 itrial = 1,ntrial 

CALL assign(L, г), 

CALL occupy(L, р, lat, г) 

CALL cluster(L, lat, icl, np) 

проверка вертикального протекания 

CALL span(L, icl, пр, 1, ivert) 

проверка горизонтального протекания 

CALL span(L, icl, np, 2, ihori) 

IF ((ivert + ihori).eq.0) then 

нет протекания ни в одном направлении 

ispan = 0 

ELSEIF ((ivert*ihori).eq.0) then 

протекание только в одном направлении 

ispan = ivert + Шоп
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IF (ivert.ne.0) spvert = spvert + 1 

IF(ihori.ne.0) sphori = sphori + 1 

ELSE 

соединение в обоих направлениях 

IF (ivert.eq.ihori) then 

ispan = ivert 

spvert = spvert + 1 

sphori = sphori + 1 

ELSE 

два соединяющих кластера --> это испытание пропускаем 

СО ТО 35 

ENDIF 

ENDIF 

вычисление массы каждого кластера 

CALL size(L, icl, np, mass, labmax) 

вычисление среднего размера несоединяющих кластеров 

CALL mean(labmax, mass, ispan, clsize, sum) 

cltot = cltot + clsize 

вычисление вероятности принадлежности соединяющему кластеру 

CALL Pinf( таз$, ispan, sum, zPinf) 

zPtot = zPtot + zPinf 

вычисление радиуса циркуляции наибольшего несоед. кластера 

CALL radius(L, 1с1, np, mass, labmax, ispan, radgyr) 

radtot = radtot + radgyr 

CONTINUE 

CALL output(ntrial, spvert, sphori, cltot, zPtot, radtot) 

STOP 

END 

SUBROUTINE start(L, p, ntrial, iseed) 

WRITE( 6,*) 'введите линейный размер решетки’ 

КЕАС(5,*) L 

WRITE(6,*) 'введите вероятность занятия ячейки’ 

READ(5,*) р 

WRITE( 6,*) ‘enter seed, positive integer’ 

READ(5,*) iseed 

WRITE(6,*) ‘введите число испытаний’ 

READ(5,*) nfrial 

RETURN 

END
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SUBROUTINE assign(L, г) 

присваивание каждой ячейке решетки 

DIMENSION В(100,100) 

DO 10 i = 1,L 

DO 10 j = 1,L 

r(i,j) = ran(iseed) 

CONTINUE 

RETURN 

END 

SUBROUTINE occupy(L, р, lat, г) 

занятие ячеек решетки 

DIMENSION 1акК100,100), г( 100, 100) 

DO 10 i = 1,L 

DO 10 j = 1,L 

IF (r(i,j).le.p) then 

lat(i,j) = -1 

ELSE 

lat(i,j) = 0 

ENDIF 

CONTINUE 

RETURN 

END 

SUBROUTINE cluster(L, lat, icl, np) 

маркировка ячеек 

случайного числа 

метки хранятся в массиве icl, массив правильных меток пр 

DIMENSION 1аК100, 100), icl( 100, 100), np( 5000) 
DO 10 k = 1,1000 

np(k) = 0 

CONTINUE 

DO 15 i = 1,L 

DO 15 j = 1,L 

ickKi,j) = 0 

CONTINUE 

nclust = 0 

IF (lat(1,1).1t.0) CALL newel(nclust, icl, np, 1, 1) 
DO 20 i = 2,L 

IF (lat(i,1).1t.0) then 
Пей = i - 1
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IF (lat(ileft, 1).Н.0) then 
icl(i,1) = icl(ileft, 1) 

ELSE 

CALL newclK{ nclust, icl, np, i, 1) 

ENDIF 

ENDIF 

20 CONTINUE 

DO 30 j = 2,L 

IF (lat(1,j).1#.0) then 

jdown = j - 1 

IF (lat(1, jdown). It.0) then 

icl(1,j) = icl(1,jdown) 

ELSE 

CALL newcl(nclust, icl, np, 1, |) 

ENDIF 

ENDIF 

DO 40 i = 2,L 

IF (lat(i,j).1t.0) then 

jdown = j - 1 

ileft = i - 1 

IF (icl{i,jdown) + icl(ileft,j).eq.0) then 

CALL newcl(nclust, icl, np, i,j) 

ELSE 

CALL neigh( lat, icl, np, i, j) 

ENDIF 

ENDIF 

40 CONTINUE 

30 CONTINUE 

RETURN 

END 

SUBROUTINE newcl(nclust, icl, np, i, j) 

* инициируется новый кластер, указанный в подпрограмме cluster 

DIMENSION icl( 100, 100), пр( 5000) 

nclust = nclust + 1 

icl(i,j) = пая 

np(nclust) = 0 

RETURN 

END
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SUBROUTINE neigh( lat, icl, np, i, |) 

присваивание кластеру меток соседей 

DIMENSION Так 100, 100), ic!{ 100, 100), пр( 5000) 

jdown = j - 1 

Пей = i - 1 

IF (lat(i, jdown)*lat(ileft, j).gt.0) then 

CALL choice(icl, np, i,j, ileft, jdown) 

RETURN 

ENDIF 

IF (icl(i,jdown).gt.0) then 

icl(i,j) = icl(i, jdown) 

RETURN 

ENDIF 

icl(i,j) = iclileft, j) 

RETURN 

END 

SUBROUTINE choice icl, np, i, |, ileft, jdown) 

присваивание кластеру меток при наличии выбора соседей 

DIMENSION icl{ 100, 100), пр( 5000) 

IF (icl{ileft, j).eq.icl(i,jdown)) then 

ick(i,j) = icl(ileft, j) 

ELSE 

соседи имеют разные метки 

nleft = icl(ileft, j) 

ndown = icl(i, jdown) 

CALL proper( np, nleft) 

CALL proper(np, ndown) 

Ктах = max0(nleft, ndown) 

kmin = minO(nleft, ndown) 

icl(i,j) = kmin 

IF (Ктах. пе. Ктт)пр(Ктах) = kmin 

ENDIF 

RETURN 

END
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SUBROUTINE ргорег( пр, label) 

определяется массив правильных меток пр 

DIMENSION пр( 5000) 

IF (np(label).eq.0) RETURN 

label = np(label) 

GO TO 10 

END 

SUBROUTINE span(L, icl, np, idir, ispan) 

выясняется существование соединяющего кластера проверкой 

наличия ячеек с одинаковой правильной меткой на верхней и 

нижней (14 т = 1 - вертикальное протекание) или левой и 

правой (idir # 1 - горизонтальное протекание) границах 

решетки. На выходе: ispan = метке соединяющего кластера 

DIMENSION ici( 100, 100), пр( 5000) 

DO 100 И = 1,L 

IF (idir.eq.1) then 

iarg = it 

jarg = 1 

ELSE 

iarg = 1 

jarg = И 

ENDIF 

IF (icl{iarg, jarg).gt.0) then 

п] = icl(iarg, jarg) 

CALL proper( np, п1) 

DO 20 i2 = 1,L 

IF (idir.eq.1) then 

iarg = 12 

jarg = L 

ELSE 

iarg = L 

jarg = 12 

ENDIF
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IF (icl(iarg, ага). 91.0) then 

n2 = icl(iarg, jarg) 

CALL proper( np, n2) 

IF (ni.eq.n2) then 

ispan = ni 

RETURN 

ENDIF 

ENDIF 

CONTINUE 

ENDIF 

CONTINUE 

ispan = 0 

RETURN 

END 

SUBROUTINE size(L, icl, np, mass, labmax) 

DIMENSION 1<(100, 100), пр( 5000), mass (5000) 

DO 10 k = 1,1000 

mass(k) = 0 

CONTINUE 

labmax = 0 

DO 100 i = 1,L 

DO 100 j = 1,L 

IF (icl(i,j).gt.0) then 

label = icl(i,j) 

CALL proper( np, label) 

IF (label. gt. labmax) labmax = 

mass(label) = mass(label) + 1 

ENDIF 

CONTINUE 

RETURN 

END 

label
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SUBROUTINE mean(labmax, mass, ispan, clsize, sum) 

* вычисление среднего размера несоединяющих кластеров 

DIMENSION mass( 5000) 

sum = 0 

sum2 = 0 

DO 10 п = 1, labmax 

IF (n.ne.ispan) then 

sum = sum + mass(n) 

sum2 = sum2 + mass(n)**2 

ENDIF 

10 CONTINUE 

clsize = sum2/sum 

RETURN 

END 

SUBROUTINE Pinf( mass, ispan, sum, zPinf) 

* вычисление вероятности принадлежности соединяющему кластеру 

DIMENSION mass( 5000) 

IF (ispan.eq.0) then 

* соединяющего кластера нет 

zPinf = 0.0 

RETURN 

ENDIF 

zPinf = mass(ispan)/(sum + mass(ispan)) 

RETURN 

END 

SUBROUTINE radius(L, icl, np, mass, labmax, ispan, radgyr) 

* расчет радиуса циркуляции наибольшего несоединяющего кластера 

* сначала находится наибольших несоединяющий кластер 

DIMENSION icl( 100, 100), пр( 5000), mass( 5000) 

maxcl = 0 

xcm = 0.0 

уст = 0.0 

r2 = 0.0
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‚ОО 50 К = 1,labmax 

IF ((паз$(К).пе.0). апа. (К. пе. {5рап)) then 

IF (mass(k).gt.maxcl) then 

maxcl = mass(k) 

maxk = k 

ENDIF 

ENDIF 

50 CONTINUE 

* вычисление r**2 и центра масс 

ОО 100 i = 1,L 

DO 100 j = 1,L 

IF (iclK(i,j).gt.0) then 

label = icl(i,j) 

CALL proper(np, label) 

IF (label.eq.maxk) then 

xcm = xcm + i 

уст = уст + | 

r2 = r2 + ini + м 

ENDIF 

ENDIF 

100 CONTINUE 

вычисляем радиус циркуляции (вычитая центр масс) 

r2cm = (xcm*xcm + ycm*ycm)/(maxcl*maxcl) 

radgyr = sqrt(r2/maxcl - r2cm) 

RETURN 

END 

SUBROUTINE output( ntrial, spvert, sphori, cltot, zPtot, radtot) 

spvert = spvert/ntrial 

sphori = sphori/ntrial 

cltot = cltot/ntrial 

zPtot = zPtot/ntrial 

radtot = radtot/nirial 

WRITE(6,*) 'доля вертикального протекания = ’,spvert 

WRITE( 6,*) ’доля горизонтального протекания = ', sphori 

WRITE(6,*) 'средний размер кластера (несоединяющего) = ’,cltot 

WRITE( 6,*) ’вероятность принадлежности соед. кластеру = ',zPtot 

WRITE(6,*) '’радиус циркуляции наибольшего кластера = ',radtot 

RETURN 

END
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ГЛАВА 13 

100 

PROGRAM invasion 

расчет оккупирующего перколяционного кластера, рисование 

кластера, печать относительной занятости и P(r) 

DIMENSION г(0:100, 0:20), регх( 500), регу( 500) 

CALL setup(Lx, Ly, iseed) 

CALL assign(Lx, Ly, г, perx, регу, iseed) 

CALL invade( perx, регу, г, Lx, Ly) 

CALL aver(Lx,Ly,r) 

STOP 

END 

SUBROUTINE setup(Lx, Ly, iseed) 

WRITE( 6, *) 'Размер решетки в направлении у = 

READ(5,¥*) Ly 

WRITE(6,*) ‘HayanbHoe случайное число = 

READ(5,*) iseed 

Lx = 2«Ly 

задание оконных координат 

CALL initt( 1200) 

CALL dwindo( 0.0, float(Lx+1), 0. 0, float( Ly+2)) 

RETURN 

END 

, 

SUBROUTINE assign(Lx, Ly, г, perx, регу, iseed) 

присваивание случайных чисел каждой ячейке 

занятие первого столбца 

ячейки второго столбца образуют начальный периметр 

DIMENSION г(0:100, 0: 20), регх( 500), регу( 500) 

ОО 200 } = 1,Ly 

занимается первый столбец 

r(1,j) = 1 

CALL box( 1, j) 

присваивание случайных чисел остатку |-Й строки 

DO 100 i = 2,Lx 

r(i,j) = ran(iseed) 

CONTINUE
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* для ячеек периметра r(i,j) устанавливается больше 2 

(2,j) = 2 + ц2,]) 
* sort perimeter sites 

CALL sort( perx, регу, г, 2, }, |) 

200 CONTINUE 

RETURN 

END 

SUBROUTINE sort( perx, регу, г, 10, 0, nper) 

* двоичная сортировка: список делится пополам; определяется, к 

* какой половине относится новое число; этот список тоже делится 

* пополам и определяется, в какой половине новое число. Процесс 

* продолжается до определения точного места нового числа 

DIMENSION r(0:100, 0: 20), регх( 500), регу( 500) 

* если только одна ячейка периметра 

IF (nper.eq.1) then 

perx(nper) = i0 

pery(nper) = j0 

RETURN 

ENDIF 

* если новая ячейка меньше всех предыдущих ячеек периметра 

i = регх( прег-1) 

j = pery(nper-1) 
IF (r(i0, jO0).It.r(i,j)) then 

perx(nper) = i0 

pery(nper) = j0 
RETURN. 

ENDIF 

* начало сортировки Шелла, k2 - середина списка, К!,КЗ - концы 

К = 1 

k3 = nper - 1 

k2 = (ki + k3)/2 
100 | CONTINUE 
* цикл до отыскания точного положения 

i = perx(k2) 

j = pery(k2) 
* определение в какой половине списка находится новая ячейка
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IF (r(i0, j0). gt.r(i,j)) then 
k3 = k2 

ELSE 

К1 = k2 

ENDIF 

* новая середина 

К2 = (ki + k3)/2 

IF ((k1.eq.k2).or.(k2.eq.k3)) then 

* точное место найдено и равно КЗ 

* сдвигаем все ячейки выше КЗ на одну позицию вверх 

ОО 10 kk = прег, КЗ+1, -1 

perx(kk) = регх(КК-1) 

регу(КК) = pery(kk-1) 
10 CONTINUE 

perx(k3) = i0 

pery(k3) = j0 
RETURN 

ENDIF 

GO TO 100 

RETURN 

END 

SUBROUTINE sort2( perx, регу, г, 10, |0, nper) 

* стандартная сортировка методом вставок, элементы регх и регу с 

* наибольшим аргументом соответствуют наименьшему значению 

DIMENSION г(0:100, 0:20), регх( 500), pery( 500) 

DO 200 k = 1,nper-1 

i = perx(k) 

j = pery(k) 
IF (r(i0,j0) .gt. r(i,j)) then 

* вставляем новую ячейку 

ОО 100 kk = прег, К+1, -1 

perx(kk) = perx(kk-1) 

pery(kk) = pery(kk-1) 
100 CONTINUE
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регх(К) = 10 

pery(k) = 10 
RETURN 

ENDIF 

200 CONTINUE 

ж новая ячейка меньше всех предыдущих ячеек периметра 

регх(К) = 10 

pery(k) = {0 
RETURN 

END 

SUBROUTINE invade( perx, регу, г, Lx, Ly) 

* массивы ппх and nny указывают положение ближайших соседей 

* относительно каждой ячейки 

DIMENSION г(0:100, 0: 20), perx( 500), pery( 500) 

ОМАЕМ$ЮМ ппх( 4), nny( 4) 

DATA nnx/1,-1,0,0/ 

DATA ппу/О, 0,1,-1/ 

прег = Ly 

DO 1000 idummy = 1,5000 

i = perx(nper) 

j = pery(nper) 
nper = nper - 1 

* занятые ячейки имеют значения между 1H 2 

rij) = ij) - 1 
CALL box(i,j) 

DO 100 nn = 1,4 

* находим новые ячейки периметра 

nx = i + nnx(nn) 

ny = j + nny(nn) 

* периодические краевые условия по у 

IF (ny .gt. Ly) then 

ny = 1 

ELSEIF (пу. Н.1) then 

ny = Ly 
ENDIF 

* новая ячейка периметра
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300 

IF (r(nx, пу). 1.1) then 

r(nx,ny) = r(nx,ny) + 2 

nper = nper + 1 

CALL sort( perx, регу, г, nx, ny, nper) 

ENDIF 

CONTINUE 

выход по достижении кластером правой границы 

IF (i.gt.Lx) RETURN 

CONTINUE 

RETURN 

END 

SUBROUTINE aver( Lx, Ly, г) 

нахождение доли занятых ячеек и распределения вероятности 

занятия для средней половины решетки 

DIMENSION r(0:100, 0: 20) 

DIMENSION p( 0:20), ns( 0:20) 

Lmin = Lx/3 

Lmax = 2*Lmin 

число ячеек в средней половине 

п = (Lmax - Lmin + 1)*Ly 

DO 200 i = Lmin,Lmax 

DO 100 j = 1,Ly 

iarg = 20*( amod(r(i,j), 1.0)) 

ns(iarg) = ns(iarg) + 1 

IF ((r(i,j) «gt. 1).and.(r(i,j) .It. 2) ) then 

occupied = occupied + 1 

плотность вероятности P(r) 

p(iarg) = p(iarg) + 1 
ENDIF 

CONTINUE 

CONTINUE 

для вывода результатов в файл по каналу 9 ждем нажатия клавиши 

fraction = occupied/n 

CALL finitt( 1,1) 

WRITE(9,*) ‘доля оккупированных ячеек = ', fraction 

DO 300 i = 0,20 

rr = 1/20.0 

IF (ns(i) .gt. 0) WRITE(9,*) rr, p(i)/ns(i) 

CONTINUE
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КЕТОКМ 

ЕМО 

SUBROUTINE box(i,j) 

me вычерчивание прямоугольника, состоящего из 11 полос 

x0 = i - 0.5 

yO = j - 0.5 

DO 10 k = 0,10 

у = yO + k«0.1 

CALL movea( x0, y) 

ж проводим прямую относительно хО,у 

САЦ. ага\мг(1.0,0.0) 

10 CONTINUE 

CALL tsend 

RETURN 

END 

ГЛАВА 14 

PROGRAM entropy 

ж вычисляется энтропия методом подсчета совпадений Ма 

DIMENSION mleft( 10), mright( 10), micro( 0: 2000) 

CALL start(nl, nr, mleft, mright, micro, nexch, iseed) 

* обмен частиц 

САЦ. exch(nl, nr, nexch, mleft, mright, micro, iseed) 

* расчет частоты совпадений и энтропии 

CALL output( nexch, micro) 

STOP 

END
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SUBROUTINE start(nl, nr, mleft, mright, micro, nexch, iseed) 

ввод параметров и выбор начальной конфигурации частиц 

DIMENSION mleft( 10), mright( 10), micro( 0: 2000) 

WRITE( 6,*) ‘полное число частиц = ' 

READ(5,*) М 

WRITE(6,*) 'число частиц слева = 

READ(5,*) nl 

WRITE( 6,*) 'начальное случайное число (целое положительное) = ' 

READ(5,*) iseed 

число частиц с правой стороны 

7 

nr = N - ol 

micro(0) = 0 

DO 100 il = 1,nl 

список номеров частиц с левой стороны 

mleft(il) = il 

начальное микросостояние 

micro(0) = micro(0)*2 + 2 

CONTINUE 

DO 200 ir = 1,nr 

список номеров частиц с правой стороны 

mright(ir) = ir + nl 

CONTINUE 

WRITE(6,*) ‘число обменов = ' 

READ(5,*) nexch 

RETURN 

END 

SUBROUTINE exch(nl, nr, nexch, mleft, mright, micro, iseed) 

обмен частицы слева с номером ileft 

с частицей справа с номером iright 

DIMENSION mleft( 10), mright( 10), micro( 0: 2000) 

DO 100 iexch = 1,nexch 

индексы массивов выбираем случайным образом 

ileft = тЖгап(15ееа)жп! + 1) 

iright = int(ran(iseed)*nr + 1) 

jleft = mleft(ileft) 

jright=_ mright(iright)
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ж новый номер частицы в левом массиве 

mleft(ileft) = jright 

* новый номер частицы в правом массиве 

mright(iright) = jleft 

* определяем новое микросостояние 

micro(iexch) = micro(iexch - 1) + 2**jright 

micro(iexch) = micro(iexch) - 2*«jleft 

100 CONTINUE 

RETURN 

END 

SUBROUTINE output( nexch, micro) 

* вычисляются частота совпадений и энтропия 

ж полное число сравнений 

DIMENSION micro(0: 2000) 

ncomp = nexch*(nexch - 1)/2 

* сравниваем микросостояния 

DO 200 iexch = 1,nexch - 1 
DO 100 jexch = iexch + 1,nexch 

IF (micro(iexch).eq. micro(jexch)) ncoin = ncoin + 1 

100 CONTINUE 

200 CONTINUE 

ж частота совпадений 

rate = float(ncoin)/float( псотр) 

IF (rate.gt.0) $ = alog(1.0/rate) 

WRITE( 6,*) ’оценка энтропии = ', $ 

RETURN 

END
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ГЛАВА 15 

50 

100 

PROGRAM conduct 

алгоритм демона для одномерной модели Изинга 

подвод и отвод тепла предусмотрен в концевых узлах 

DIMENSION $(1000), edemon( 1000), edcum( 1000), zmgcum( 1000) 

CALL start(N,nmcs, $, zJ,iseed, nheat) 

DO 100 imcs = 1,nmcs 

DO 50 i = 1,N-2 

istep = (imes - 1)*(N-2) + i 

IF (mod(istep, nheat).eq.0) CALL Беа{ М, 2), $, е4етоп) 

CALL change(N, е4етоп, $, zJ, accept, iseed) 

CONTINUE 

CALL data(N,s,edemon, zmgcum, edcum) 

CONTINUE 

CALL averg(N,nmecs, zmgcum, edcum, accept) 

STOP 

END 

SUBROUTINE start(N,nmcs,s, zJ, iseed, nheat) 

ввод параметров с клавиатуры, запись на устройство 9 

DIMENSION $(1000) 

WRITE(6,*) '’число спинов = ' 

READ(5,*) М 

WRITE(9,*) 'число спинов = ',М 

WRITE( 6,*) '’число шагов Монте-Карло на спин = ' 

READ(5,*) птс$ 

WRITE(9,*) 'число шагов Монте-Карло на спин = ', птс$ 

WRITE( 6, *) ’константа обменного взаимодействия = ' 

READ(5,*) 2) 

WRITE(9,*) 'константа обменного взаимодействия = ', 2) 

WRITE( 6,*) 'начальное случайное число = ' 

READ(5,*) iseed 

WRITE(9,*) 'начальное случайное число = ',iseed 

WRITE( 6,*) ‘время между изменением концевых спинов = ' 

READ(5,*) nheat 

WRITE(9,*) ‘время между изменением концевых спинов = ’,nheat
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100 

DO 100 i = 1,N 

задание случайной начальной конфигурации 

IF (ran(iseed).gt.0.5) then 

s(i) = 1 

ELSE 

s(i) = -1 

ENDIF 

CONTINUE 

RETURN 

END 

SUBROUTINE change(N,edemon, $, zJ, accept, iseed) 

DIMENSION $(1000), edemon( 1000) 

вычисляется случайный спин or 2-го до (N-1)-ro 

ispin = int(ran{iseed)*(N-2) + 2) 

динамика опрокидывания спина, пробное изменение энергии = 4е 

de = 2%7)ж*$(15рт)ж( $(15рт-1) + $(15рт+1)) 

IF (de.le.edemon(ispin)) then 

s(ispin} = -s(ispin) 

accept = accep? + 1 

е4етоп(15рт) = edemon(ispin) - de 

ENDIF 

RETURN 

END 

SUBROUTINE data{N,s,edemon, zmgcum, е4сит) 

накопление данных 

DIMENSION $(1000), edemon( 1000), edcum( 1000), zmgcum( 1000) 
DO 10 i = 1,N 

edcum(i) = edcum(i) + edemon{ i) 

zmgcum(i) = zmgcum(i) + s(i) 

CONTINUE 

edemon(1) = 0 

edemon(n) = 0 

RETURN 

END
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SUBROUTINE averg(N,nmcs, zmgcum, edcum, accept) 

нормирование накопленных данных и печать результатов 

DIMENSION хтасит( 1000), edcum( 1000) 

znorm = 1.0/nmcs 

accept = accept*znorm/(N-2) 

WRITE( 6,*) 'коэффициент принятия = ', accept 

WRITE( 9, *) ’коэффициент принятия = ', accept 

величина edcum для спина 1 (или М) равна скорости поступления 

(отвода) тепла 

WRITE(6,*) 'скорость подвода тепла = ',edcum(1)*znorm 

WRITE( 6, *) ‘ckopoctb отвода тепла = ',edcum(N)*znorm 

DO 10 i = 2,N-1 

edave = edcum(i)*znorm 

IF (edave.ne.0.0) temp = 4.0/alog(1.0 + 4.0/edave) 

zmag = zmgcum(i)*znorm 

WRITE( 6,13) i,edave, temp, zmag 

WRITE(9, 13) i, edave, temp, zmag 

FORMAT({ 1х, 14, 3( 2x, £13. 5)) 

CONTINUE 

RETURN 

END 

SUBROUTINE heat(N, zJ,s, edemon) 

производится попытка добавить (отвести) тепло у спина 1 (М) 

DIMENSION $(1000), edemon( 1000) 

IF ((s(1)*s( 2). gt. 0). and. ( $( М)*$( М-1).Н.0)} then 

edemon(1) = edemon(1) + 2*zJ 

$(1) = -s(1) 

edemon(N) = edemon(N) - 2*zJ 

s(N) = ~s(N) 

ENDIF 

RETURN 

END



358 Приложения 

ГЛАВА 16 

PROGRAM Ising2 

me алгоритм Метрополиса для двумерной модели Изинга 

DIMENSION spin( 32, 32), w(-4: 4) 

CALL start(N,L,T,nmcs, spin, Е, М, ми, iseed) 

DO 100 imcs = 1,nmes 

CALL Metrop(N, L, spin, Е, М, w, ratio, iseed) 

CALL data(E, М, есит, e2cum, mcum, m2cum) 

100 CONTINUE 

CALL output(N, nmcs, ecum, e2cum, mcum, m2cum, ratio) 

STOP 

END 

SUBROUTINE start(N,L,T, nmcs, spin, Е, М, w, iseed) 

DIMENSION spin( 32, 32), w(-4 :4) 

WRITE( 6, *) ’линейный размер решетки = 

READ( 5, *) L 

ж число спинов 

М = “Е 

WRITE( 6,*ж) ’число шагов Монте-Карло на спин = 

READ( 5,*) птс$ 

WRITE( 6,*ж) ’приведенная температура = 

READ( 5,*) T 

WRITE(6,*) ‘HayanbHoe случайное число = 

READ( 5, *) iseed 

ж случайная начальная конфигурация 

ОО 200 j = 1,L 

DO 100 i = 1,L 

IF (ran(iseed) .It. 0.5) then 

spin(i,j) = 1 

ELSE 

spin(i,j) = -1 

ENDIF 

ж суммарная намагниченность 

М = М + spin(i,j) 

100 CONTINUE 

200 CONTINUE 

7 

: 

7 

7
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* вычисление начальной энергии Е 

ОО 300 j = 1,L 

IF (j .еа. L) then 

iup = 1 

ELSE 

р = j + 1 

ENDIF 

DO 400 i = 1,L 

IF (i .eq. L) then 

iright = 1 

ELSE 

iright = i + 1 

ENDIF 

sum = spin(i,iup) + spin(iright, j) 

ы полная энергия 

Е = Е - зрт( жит 

400 CONTINUE 

300 CONTINUE 

* вычисление вероятностей перехода 

* индекс массива W равен сумме спинов четырех соседей 

е4 = exp(-4.0/T) 

e8 = е4*е4 

* аргумент функции exp = изменению энергии 

w(4) = e8 

w(-4) = e8 

w(2) = e4 

w(-2) = e4 

RETURN 

END 

SUBROUTINE Metrop(N,L, spin, E, M, w, ratio, iseed) 

DIMENSION spin( 32, 32),w(-4 :4) 

DO 100 ispin = 1,N 

ж случайный разыгрыш координат спина 

i = int(L*ran(iseed) + 1) 

j = int(L*ran(iseed) + 1) 

ж находим значения соседних спинов 

ж периодические краевые условия 

CALL periodic(i,j,L, spin, isum)
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100 

IF (spin(i,j)*isum .le. 0 ) then 

CALL ассерКТ, }, М, Е, isum, spin, ratio) 

ELSEIF (ran(iseed) .lt. w(isum) ) then 

CALL accept(i,j, М, Е, isum, spin, ratio) 

ENDIF 

CONTINUE 

RETURN 

END 

SUBROUTINE periodic(i,j,L, spin, isum) 

находится сумма значений соседних CNHHOB; 

используются периодические краевые условия 

DIMENSION spin( 32, 32) 

IF (i .eq. 1) then 

left = spin(L, j) 

ELSE 

left = spin(i - 1,j) 

ENDIF 

IF (i .eq. L) then 

iright = spin(1,j) 

ELSE 

iright = spin(i + 1,j) 

ENDIF 

IF (j .еа. 1) then 

idown = spin(i,L) 

ELSE 

idown = spin(i,j - 1) 

ENDIF 

IF (j .eq. L) then 

iup = spin(i, 1) 

ELSE 

тир = spin(i,j + 1) 

ENDIF 

isum = left + iright + iup + idown 

RETURN 

END
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SUBROUTINE accept(i,j,M,E, isum, spin, ratio) 

DIMENSION spin( 32, 32) 

spin(i,j) = -spin(i,j) 

ratio = ratio + 1 

М = М + 2«spin( i,j) 

Е = Е - 2«spin(i,j)*isum 

RETURN 

END 

SUBROUTINE data(E,M,ecum,e2cum, тсит, m2cum) 

* накапливание данных после каждого шага Монте-Карло на спин 

ecum = ecum + Е 

e2cum = e2cum + Ex*E 

mcum = mcum + M 

m2cum = m2cum + M*M 

RETURN 

END 

SUBROUTINE output( М, птс$, ecum, e2cum, mcum, m2cum, ratio) 

znorm = 1/float(nmcs*N) 

* средние на спин 

ratio = гаНожхпогт 

eave = ecum*znorm 

e2ave = e2cum*znorm 

save = mcum*znorm 

$2ауе = m2cum*znorm 

WRITE( 6,*) 'коэффициент принятия = ',‚гаНо 

WRITE(6,*) 'средняя энергия на спин = ',eave 

WRITE(6,*) 'средний квадрат энергии на спин = ',e2ave 

WRITE( 6, *) 'средняя намагниченность = ', save 

WRITE( 6,*) 'средний квадрат намагниченности = ',$2ауе 

КЕТОКМ 

ЕМО
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ГЛАВА 17 

PROGRAM wp 

ж график движения квантовомеханического волнового пакета 

DIMENSION ar(-100: 100), ai(-100: 100), ргоБ(-100:100) 

DIMENSION pri(-100: 100, -100: 100), pim(-100: 100, -100: 100) 

CALL param( 2КО, width, x0, xmin, h, dk, dt, tmax, пт, М) 

CALL packet( width, x0, m, dk, ar, ai) 

ж CALL тее( т, М, 2КО, dk, В, ar, ai, prl, pim) 

CALL barrie(m,N, 2КО, dk, В, ar, ai, pri, pim) 

ntime = tmax/dt 

DO 10 itime = O,ntime 

+ = itime*xdt 

CALL move(t, т, М, 2КО, dk, В, prl, pim, prob) 

CALL plot( prob, xmin, xmax, М, |} 

10 CONTINUE 

ж конец рисования, выставление курсора в позицию 1,1 

CALL finitt( 1,1) 

STOP 

END 

SUBROUTINE param(zk0, width, x0, xmin, В, dk, dt, tmax, т, М) 

WRITE(6,*) '’максимальное значение x = ' 

READ(5,*) xmax 

WRITE(6,*) '’минимальное значение x = 

READ(5,*) xmin 

WRITE(6,*) '’размер шага = ' 

READ(5,*) h 

* М = количество вычисляемых кординат 

М = (хтах - xmin)/h 

WRITE( 6,*) 'центральный волновой вектор = ' 

READ(5,*) 2КО 

WRITE(6,*) 'число волновых векторов = ' 

READ(5,*) т 

WRITE(6,*) ’ширина волнового пакета в х-пространстве = ' 

READ(5,*) width 

WRITE(6,*) 'начальная координата пакета = ' 

READ(5,*) x0
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100 

200 

dk = 2.0/( width*m) 

m = m/2 

М = N/2 

WRITE(6,*) ‘war по времени = ' 

READ(5,*) dt 

WRITE(6,*) 'полное время = ' 

READ(5,*) tmax 

WRITE( 6,*) 'максимальное значение квадрата psi 

READ(5,*) ymax 

CALL initt( 1200) 

CALL dwindo( xmin, xmax, - 0.1, ymax) 

RETURN 
END 

SUBROUTINE packet( width, x0, m, dk, ar, ai) 

вычисляются коэффициенты Фурье 

DIMENSION ar(-100: 100), ai(-100: 100) 

sum2 = 0.0 

DO 100 ik = -m,m 

dzk = ik*dk 

а = exp(-dzk+dzk*width*width/4. 0) 

ar(ik) = a*cos(-dzk*x0) 

ai(ik) = axsin(-dzk*x0) 

sum2 = sum2 + ar(ik)*ar(ik) + ai(ik)*ai(ik) 

CONTINUE 

znorm = dkx«sqrt( 1.0/(sum2)) 

DO 200 ik = -m,m 

ar(ik) = ar(ik)*znorm 

ai(ik) = ai(ik)*znorm 

CONTINUE 

RETURN 

END
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SUBROUTINE Шее( т, М, 2КО, dk, В, ar, ai, prl, рт) 

DIMENSION prl(-100: 100, - 100: 100), pim(-100: 100, -100: 100) 

DIMENSION ar(-100: 100), ai(-100: 100) 

DO 100 ik = -m,m 

zk = zkO + ikxdk 

DO 50 ix = -N,N 

arg = zk*ix*dx 

fr = cos(arg) 

fi = sin( arg) 

pri(ik,ix) = frear(ik) - fixai(ik) 

pim(ik,ix) = freai(ik) + fixar(ik) 

50 CONTINUE 

100 CONTINUE 

RETURN 

END 

SUBROUTINE move(t,m,N, 2КО, dk,h, prl, pim, prob) 

DIMENSION prl(-100: 100, -100: 100), pim(-100: 100, -100: 100) 

DIMENSION prob(-100: 100) 

DO 100 ix = -N,N 

psir = 0.0 

psii = 0.0 

DO 10 ik = -m,m 

zk = zkO + ik*dk 

arg = -0.5*zk*zk+t 

fr = cos(arg) 

fi = sin( arg) 

ж вещественная и мнимая части ря 

psir = psir + frxpri(ik,ix) - fi*pim(ik, ix) 

psii = psii + fixprl(ik,ix) + frepim(ik, ix) 

10 CONTINUE 

prob(ix) = psirxpsir + psiixpsii 

100 CONTINUE 

RETURN 

END
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SUBROUTINE Багие( т, М, 2КО, аК, В, ar, ai, prl, pim) 

DIMENSION аг(-100:100), а!(-100:100) 

DIMENSION рг(-100:100,-100:100), рит(-100:100,-100:100) 

* вычисление a(k)(exp(ikix) + b exp(-ikix)) ana x > 0 

* и a(k)*c*exp(ik2x) ana x > 0 

WRITE(6,*) ‘Bbicota барьера = 

READ(5,*) WO 

DO 100 ik = -m,m 

zki = zkO + Ижак 

Е = 0.5«*zkixzki 

IF (E.gt.V0O) then 

zk2 = sqrt(2.0*(E - \0)) 

br = (zki - zk2)/(zk1 + zk2) 

bi = 0.0 

cr = 2.0*zk1/(zki + zk2) 

ci = 0.0 

ELSE 

zk2 = sqrt(2.0*(VO - E)) 

denom = zki*zki + zk2*zk2 

br = (zki*zki - zk2*zk2)/denom 

bi = 2.0*zk1*zk2/denom 

cr = 2.0*zki*zki/7denom 

ci = -2.0*zk1*zk2/denom 

ENDIF 

DO 40 ix = -Nx,0 

arg = zk1*ixeh 

cs = cos( arg) 

si = sin(arg) 

* далее использовано sin(-kx) = -sin( kx) и соз(-Кх) = cos( kx) 

fr = cs + brecs + bixsi 

fi = si + bixcs - brxsi 

pri(ik,ix) = frear(ik) - fixai(ik) 

pim(ik,ix) = freai(ik) + fixar(ik) 

40 CONTINUE
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DO 60 ix = 1,N 

arg = zk2x*ix*h 

IF (E.gt.V0) then 

cs = cos( arg) 

si = sin(arg) 

ELSE 

cs = exp(-arg) 

si = 0.0 

ENDIF 

fr = crecs - cixsi 

fi = cixcs + crxsi 

pri(ik,ix) = frear(ik) - fixai(ik) 

pim(ik,ix) = freai(ik) + fixar(ik) 

60 CONTINUE 

100 CONTINUE 

RETURN 

END 

SUBROUTINE plot( prob, xmin, М, h) 

* стирание экрана 

CALL newpag 

ж нанесение делений 

DO 10 i = -N,N 

x = ixh 

CALL movea( x, 0.0) 

CALL drawa(x, 0. 01*h) 

10 CONTINUE 

ж проведение горизонтальной прямой, после цикла х = хтах 

CALL movea(xmin, 0.0) 

CALL drawa(x, 0.0) 

* построение графика квадрата волновой функции 

CALL movea(-N*h, prob(-N)) 

DO 20 i = -N,N 

x = ith 

CALL drawa(x, prob(i)) 

20 CONTINUE 

RETURN 

END
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3. РАСПЕЧАТКИ ПРОГРАММ HA ЯЗЫКЕ ПАСКАЛЬ: 

ЧАСТЬ 2 

Ниже приводятся версии перевода восьми программ из ч.2 данной 

книги с языка True BASIC на Паскаль. Программы пропускались с ис- 

пользованием компилятора Macintosh Pascal. Для других версий Паска- 

ля необходимо внести минимальные изменения. Применяемые в програм- 

мах на Паскале графические процедуры входят в состав стандартного 

программного обеспечения компьютера Macintosh и могут вызываться из 

других языков программирования, реализованных на этом компьютере. 

Краткое описание графических процедур для компьютера Macintosh при- 

ведено в табл. Д1. 

ГЛАВА 10 

program integ (input, output); 

(* вычисляется интеграл от f(x) в пределах от x = a AO x = Ь *) 

var 

а, b, |, area : real; 

п: integer; 

procedure initial (var a, b, В : real; 

var n: integer); 

begin 

a := 0.0; (* нижний предел *) 

Ь := 0.5 * 3.14159; (* верхний предел *) 

уугНе( "число интервалов = '); 

readIn(n); 

h:= (b- a) /n (* шаг интегрирования *) 

end; 

function Г (x : real) : real; 

begin 

f := cos(x) 

end; 

procedure rectangle (a, b, h: real; 

п: integer; 

var area : real); 

var | 

x, sum: real;
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i : integer; 

begin 

sum := 0.0; 

for i := 0 to n - 1 do 

begin 

sum := sum + f(x); 

x := x +h 

end; 

area := sum * h 

end; 

procedure outdat (area : real); 

begin 

writeln('nnowagb = ', area : 12: 7) 

end; | 

begin 

initial(a, b, К, п); 

rectangle(a, b, h, n, area); 

outdat( area) 

(* основная программа *) 

end. 

ГЛАВА 11 

program random_walk (input, output); 

(* моделирование Монте-Карло одномерного случайного блуждания *) 

const 

xmax = 64; 

type 

list = array[-64..64] of real; 

var 

prob : list; 

р : real; (* вероятность шага вправо *) 

x, xcum, x2cum, itrial, ntrial, nstep : integer;
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end; 

procedure initial (var p: real; 

var nstep, ntrial, xcum, x2cum : integer; 

var prob : list); 

var 

i : integer; 

begin 

ntrial := 100; (* число испытаний *) 

р := 0.5; (* вероятность шага вправо *) 

умгНе( ' максимальное число шагов = '); 

readIn(nstep); 

write(’HaYanbHoe случайное число (отрицательное целое) = '); 

read|n(iseed); 

(* начальное обнуление данных *) 

хсит := 0; 

x2cum := 0; 

for i := -nstep to пер do 

prob[i] := 0 

end; 

function rnd : real; 

(* выдается случайное число от 0 до 1 с использованием средств *) 

(* компьютера Macintosh. Функция random выдает случайное число *) 

(* от -32768 до 32767. Более хорошие генераторы случайных чисел *) 

(* можно найти в книге Пресса У. и др., Численные рецепты *) 

begin 

rnd := (random + 32768.0)/(32768.0 + 32767.0) 

end; 

procedure walk (var x : integer; 

р : real; 

nstep : integer); 

istep : integer; 

x := 0; (* начальное положение для каждого испытания *) 

for istep := 1 to nstep do 

if rnd <= p then 

x := x + 1 

else 

x:=x- 1
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procedure data (var x, xcum, х2сит : 

var prob : list); 

begin 

xcum := хсит + x; 

x2cum := x2cum + x * xX; 

prob[x] := prob[x] + 1 

end; 

procedure average (nstep, ntrial, xcum, x2cum : 

var prob : list); 

(* средние значения для nstep-warosoro блуждания *) 

var 

norm, xbar, x2bar, sigma, variance, probability : real; 

x : integer; 

begin 

norm := 1.0 / ntrial; 

xbar := xcum * norm; 

x2bar := x2cum * norm; 

for x := -nstep to nstep do 

begin 

integer; 

probability := prob[x] * norm; 

writeln(x : 6, probability : 10 : 5) 

end; 

variance := x2bar - xbar ж xbar; 

sigma := sqrt( variance); 

writelIn(’cpequee смещение = ', xbar : 10: 

writeln(‘sigma = ', sigma: 10: 5) 

end; 

begin 

initial(p, nstep, ntrial, xcum, x2cum, prob); 

for itrial := 1 to ntrial do 

begin 

walk(x, р, nstep); 

(* основная программа *) 

data(x, xcum, x2cum, prob) (* сбор данных после nstep шагов *) 

end; 

average(nstep, ntrial, xcum, x2cum, prob) 

end.
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ГЛАВА 12 

24* 

program site_perc (input, output); 

(* рисуются конфигурации ячеечной перколяции *) 

const 

boxlength = 180; 

marginy = 10; 

marginx = 100; 

type 

list = array[1..50, 1..50] of real; 

var 

Е : integer; 

г: list; 

procedure initial (var L : integer); 

begin 

умгНе('линейный размер решетки = '); 

readIn(L); 

(* рисование ячеек решетки *) 

{татегес{( тагат, margin, boxlength + margin, boxlength + margin) 

end; 

function rnd : real; 

(* выдается случайное число от О до 1 с помощью функции *) 

(* random, которая выдает случайное число от -32768 до 32767 *) 

(* Более хорошие генераторы случайных чисел можно найти в *) 

(* книге Пресса У. и др., Численные рецепты *) 

begin 

rnd := (random + 32768.0)/(32768.0 + 32767.0) 

end; 

procedure lattice (L : integer; 

var r: list); 

(* каждой ячейке придается случайное число и рисуется решетка *) 

уаг 

col, row, x, у : integer; 

scale : real; 

begin 

scale := boxlength / L; 

for row := 1 to L do (* рисование ячеек решетки *)
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begin 

у := гоипа( (том - 0.5) * scale) + marginy; 

(* с каждой ячейкой связывается квадрат со стороной 1*) 

for col := 1 to L do 

begin 

x := round(scale * (col - 0.5)) + marginx; 

(* каждой ячейке придается случайное число *) 

r[col, row] := та; 

(* в каждой ячейке рисуется точка *) 

moveto(x, у); 

lineto(x, у) 

епа 

епа 

епа; 

procedure configuration (L : integer; 

var г: list); 

(* занятие ячеек с данной вероятностью р *) 

уаг 

$: list; 

р, scale : real; 

row, col, x, y, size : integer; 

begin 

for row := 1 to L do 

for col := 1 to L do 

s[row, col] := 0; 

scale := boxlength / L; 

while p <= 1.0 do 

begin 

write(’ вероятность р = '); 

readIn(p); 

(* половина стороны квадрата для занятых ячеек *) 

size := round(0.5 * scale); 

for row := 1 to L do 

begin 

Y := round(scale * (row - 0.5)) + marginy; 

for col := 1 to L do 

if (r[col, row] < р) and (s[col, row] <> 1.0) then
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begin (* новые занятые ячейки *) 

x := round(scale * (col - 0.5)) + marginx; 

paintrect(y - size, x - size, у + size, x + size); 

s[col, row] := 1.0 

end 

end 

end 

end; 

begin 

initial(L); 

configuration(L, г) 

lattice(L, г); 

end. 

ГЛАВА 13 

program single_cluster (input, output); 

(* ячейку заняли *) 

(* основная программа *) 

(* каждой ячейке придается случайное число и рисуется решетка *) 

(* занятие ячеек с данной р *) 

(* вычисление фрактальной размерности перколяционного кластера *) 

(* с помощью алгоритма Хаммерсли-Лиса-Александровица *) 

type 

list = array[1..200] of integer; 

var 

Е : integer; 

р : real; 

$: list; 

procedure parameter (var L : integer; 

var р : real); 

begin 

умгНе(' максимальный радиус кластера = '); 

readIin(L); 

умгНе( "вероятность занятия ячейки = '); 

readIn(p) 

end;
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function rnd : real; 

(* вычисление случайного числа от 0 до 1 *) 

begin 

rnd := (random + 32768.0) * (1.5259e-5) 

end; 

procedure grow (L : integer; 

р : real; 

var $: list); 

(* расчет перколяционного кластера *) 

уаг 

i, k, ху, xn, Yn, nper, пп, г : integer; 

г2 : real; 

px, py : ата\[1.. 5000] of integer; 

lat : array[-50..50, -50..50] of integer; 

nx, ny : array[1..4] of integer; 

(* в массивах пх и пу указаны положения ближайших соседей *) 

(* относительно каждой ячейки *) 

begin 

for r := Тю 2*L do 

sir] := 0; 

for x := -L to L do 

for y := -L to L do 

lat{x,y] := 0; 

а 0, 0] := 1; 

пх[1] := 1; 

пх[2] := -1; 

nx[3] := 0; 

пх[4] := 0; 

ny[1] := 0; 

ny[2] := 0; 

ny[3] := 1; 

ny[4] := -1; 

for i := 1 to 4 do 

begin 

px[{i] := nx{i]; 

РУ := п 
епа;
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nper := 

repeat 

К := 

х: 

у := 

4; (* начальное число ячеек периметра *) 

1 + trunc(rnd * прег); (* случайный выбор ячейки периметра *) 

px[k]; 

РУК]; 
if (rnd < р) then 

begin 

(* site tested and occupied *) 

ах, у] := 1; 

rs= xe xX + Y * Y; 

г := round(sqri(r2)); (* расстояние от начала координат *) 

s[r] := s{r] + 1; (* число ячеек на расстоянии г *) 

(* вновь занятая ячейка заменяется в массивах PX и PY *) 

(* последней ячейкой в списке ячеек периметра *) 

px[k] := px[nper]; 

РУК] := py[nper]; 
прег := прег - 1; 

(* отыскание новых ячеек периметра *) 

for nn := 1 to 4 do 

begin 

xn : 

yn : 

x + пх[пп]; 

у + ny[nn]; 
d 

if ((lat[xn, уп] = 0) and (abs(xn) <= L) and (abs(yn) <= L)) then 

begin 

nper := nper + 1; 

px[nper] := xn; 

py[nper] := yn 
end 

end 

end 

else 

begin 

(* ячейка проверяется, HO не занимается *) 

ах, у] := -1; 

px[k] := px[nper]; 

py[k] := py[nper]; 
nper := nper - 1 

end 

until (nper < 1) (* пока не будут проверен весь периметр *) 

епа;
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procedure plotg (L : integer; 

s : list); 

const 

yO = 190; 

x0 = 50; 

var 

xmax, ymax, scalex, scaley, hashx, hashy : 

х, Y, г, xcoor, ycoor, mass : 

begin 

mass := $1]; 

хтах := trunc(In(L) + 1); 

ymax := trunc(In(4 * L * L). + 1); 

scalex := 300 div xmax; 

scaley := 190 div ymax; 

hashy := 10; 

hashx := 15; 

(* вычерчивание осей *) 

moveto(x0, yO - ymax * scaley); 

lineto(x0, у0); 

lineto(xO + xmax * scalex, y0); 

(* маркировка осей *) 

moveto( 250, 270); 

drawstring(' In(r)’ ); 

moveto(3, 80); 

drawstring(’In(M)’); 

(* нанесение делений Ha осях *) 

for x := 1 to xmax do 

begin 

xcoor := x * scalex + x0; 

moveto(xcoor, \0); 

lineto(xcoor, yO - hashy) 

end; 

for y := 1 to ymax do 

begin 

ycoor := yO - scaley * у; 

moveto(x0, ycoor); 

lineto(xO + hashx, ycoor) 

end; 

(* минимальные используемые экранные координаты *) 

integer; 

integer; 

(* размеры делений *)
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(* рисование графика In(3aknioveHHOM массы) от In(r) *) 

for г := 2 to L do 

begin 

mass := mass + s[r]; 

x := x0 + trunc(scalex * In(r)); 

у := trunc(yO - scaley * In(mass)); 

paintrect(y - 1, x - 1, y + 1, + 1) 

end 

end; 

begin (* основная программа *) 

parameter(L, p); 

grow(L, р, $); 

plot(L, $) 

end. 

ГЛАВА 14 

program entropy (input, output); 

(* вычисляется энтропия методом подсчета совпадений Ma *) 

type 

list = array[1..10] of integer; 

state = array[0..2000] of integer; 

var 

micro : state; 

right, left : list; 

nl, nr, nexch : integer;
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procedure start (var nl, nr, nexch : integer; 

var left, right : list; 

var micro : state); 

(* ввод параметров и выбор начальной конфигурации частиц *) 

уаг 

ir, il, М: integer; 

begin 

умгНе(' полное число частиц = '); 

геаЧ1п( М); 

умгНе( "число частиц слева = '); 

readIn(nl); 

nr := N - ol; (* число частиц с правой стороны *) 

micro[O] := 0; 

for il := 1 to nl do 

begin 

left{il] := il; (* список номеров частиц с левой стороны *) 

micro[O] := micro[O] * 2 +2 (жначальное микросостояние *) 

епа; 

for ir := 1 to nr do 

пан] := ir + п; (* список частиц с правой стороны *) 

write("uucno обменов = '); 

геат( nexch) 

епа; 

function rnd : real; 

(* формируется случайное число в интервале от 0 до 1 *) 

begin 

rnd := (random + 32768.0) / (32768.0 + 32767.0) 
end; 

function power (п : integer) : integer; 

(* выдается 2 в степени п *) 

уаг 

i, р : integer; 

begin 

р := 1; 

for i := 1 to n do 

p:=p * 2; 
power := p 

end;
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procedure exch (var nl, nr, nexch : integer; 

var left, right : list; 

var micro : state); 

(+ обмен частицы слева с номером ileft *) 

(* с частицей справа с номером iright *) 

var 

begin 

iexch, ileft, iright, jleft, jright : integer; 

for iexch := 1 to nexch do 

end; 

begin 

(* индексы массивов выбираем случайным образом *) 

ileft := trunc(rnd * п! + 1); 

iright := trunc(rnd * nr + 1); 

Лей := leftLileft]; 

jright := rightLiright]; 

lefi{ileft] := jright; (* новый номер частицы слева *) 

rightLiright] := jleft; (* новый номер частицы справа *) 

(* определяем новое микросостояние *) 

micro[iexch] := micro[iexch - 1] + power( jright); 

micro[iexch] := micro[iexch] - power( Де!) 

end
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procedure outdat (nexch : integer; 

var micro : state); 

(* вычисляются частота совпадений и энтропия *) 

(* полное число сравнений *) 

уаг 

iexch, jexch, ncomp, псот : integer; 

rate, $ : real; 

begin 

ncomp := nexch * (nexch - 1) div 2; 

ncoin := 0; 

(* сравниваем микросостояния *) 

for iexch := 1 to nexch - 1 do 

for jexch := iexch + 1 to nexch do 

if (microliexch] = micro[jexch]) then 

ncoin := ncoin + 1; 

rate := ncoin / ncomp; (* частота совпадений *) 

if (rate > 0) then 

$ := In(1.0 / rate); 

writeln(’oueHKa энтропии = ', 5) 

епа; 

begin (* основная программа *) 

‚ start(nl, nr, nexch, left, right, micro); 

exch(nl, nr, nexch, left, right, micro); (+ обмен частиц *) 

outdat(nexch, micro) (* расчет частоты совпадений и энтропии *) 

end. 

ГЛАВА 15 

program ideal demon (input, output); 

(* алгоритм демона для одномерного идеального классического газа *) 

type 

list = array[1..100] of real; 

var 

vel : list; 

М, nmcs, imcs, i : integer; 

esystem, edemon, vtot, dvmax, escum, vcum, edcum, accept : real;
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procedure initial (var М, nmcs : integer; 

var esystem, edemon, vtot, dvmax : real; 

var vel : list); 

var 

i : integer; 

vinitial : real; 

begin 

write(’uncno частиц = '); 

readIn(N); 

write(’uncno шагов Монте-Карло = '); 

readIn(nmcs); 

утНе(' начальная энергия системы = '); 

readIn(esystem); 

edemon := 0; (* энергия демона *) 

утНе( "максимальное изменение скорости = '); 

readIn(dvmax); 

vinitial := sqr(2 * esystem / М); 

(* у всех частиц одинаковые начальные скорости *) 

vtot := 0.0; 

for i := 1 to N do 

begin 

vel[i] := vinitial; 

vtot := vtot + vinitial (* полная скорость системы *) 

епа 

епа; 

function rnd : real; 

begin 

rnd := (random + 32768.0) / (32768.0 + 32767.0) 

end; 

procedure changes (N : integer; 

var esystem, edemon, vtot, dvmax, accept : real; 

var vel : list); 

var 

dv, vtrial, de : real; 

ip : integer;
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begin 

dv := (2 * rnd - 1) * dvmax; (* пробное изменение скорости *) 

ip := trunc(rnd * М + 1); (* берем случайную частицу *) 

virial := vel[ip] + dv; (* пробная скорость *) 

de := 0.5 * (vtrial ж vtrial - vel[ip] * vel[ip]); (* изменение энергии *) 

if (de <= edemon) or (de <= 0) then 

begin 

vel[ip] := virial; 

vtot := vtot + dv; (+ полная скорость системы *) 

accept := accept + 1; 

edemon := edemon - de; 

esystem := esystem + de 

end 

end; 

procedure data (var esystem, edemon, vtot, escum, vcum, edcum : real); 

begin 

edcum := edcum + edemon; 

escum := escum + esystem; 

vcum := vcum + vtot 

end; 

procedure averages (N, nmcs integer; 

escum, vcum, edcum, accept : real); 

var 

norm, edave, vave, esave : real; 

begin 

norm := 1.0 / (nmcs * М); 

edave := edcum * norm; (* средняя энергия демона *) 

accept := accept * norm; (* коэффициент принятия *) 

(* средние системы на частицу *) 

norm := norm / М; 

esave := escum * norm; (* средняя энергия на частицу системы *) 

vave := vcum * norm; (* средняя скорость на частицу системы *) 

умгНет(' средняя энергия демона = ', edave : 10: 5); 

умгНе1п(' средняя энергия системы на частицу = ', езауе : 10: 5); 

уг Не1п('’ средняя скорость на частицу = ', уауе : 10: 5); 

умгНе!п( "коэффициент принятия = ', accept: 10: 5) 

епа;
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begin (* основная программа *) 

initial(N, mmcs, esystem, edemon, vtot, dvmax, vel); 

accept := 0.0; 

escum := 0.0; 

vcum := 0.0; 

edcum := 0.0; 

for imcs := 1 to nmcs do 

for i := 1 to N do 

begin 

changes(N, esystem, edemon, vtot, dvmax, accept, vel); 

(* накапливаем данные после каждого испытания *) 

data(esystem, edemon, vtot, escum, vcum, edcum) 

end; 

averages(N, nmcs, escum, vcum, edcum, accept) 

end. 

ГЛАВА 16 

program lsing2 (input, output); 

(* алгоритм Метрополиса для двумерной модели Изинга *) 

type 

lattice = array[1..32, 1..32] of integer; 

list = array[-4..4] of real; 

var 

spin : lattice; 

м : list; 

N, L, imcs, nmcs : integer; 

T, E, M, ratio, ecum, e2cum, mcum, m2cum : real; 

function rnd : real; 

(* формируется случайное число в интервале от 0 до 1 *) 

begin 

rnd := (random + 32768.0) / (32768.0 + 32767.0) 

end; 

procedure initial (var М, |, nmcs: integer; 

var spin: lattice; 

var T, Е, М : real; 

var w:: list);
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уаг 

i, j up, right, sum : integer; 

e4, e8 : real; 

begin 

утНе('’ линейный размер решетки = '); 

readin(L); 

М = Е * L; (* число спинов *) 

уг е(’ число шагов Монте-Карло на спин = '); 

геап( птс$); 

утНе( ' приведенная температура = '); 

read|n(T); 

(* случайная начальная конфигурация *) 

for j := 1 to L do 

for i := 1 to L do 

begin 

if (rnd < 0.5) then 

spin[i, |] := 1 

else 

spin{i, |] := -1; 

М := М + spin[i, Л  (* суммарная намагниченность *) 

епа; 

(* вычисление начальной энергии Е *) 

for j := 1 to L do 

begin 

if (j = L) then 

up := 1 

else 

up := j + 1; 

for i := 1 to L do 

begin 

if (i = L) then 

right := 1 

else 

right := i + 1; 

sum := spin[i, up] + spin[right, j]; 

Е := Е - spin{i, j] * sum (* полная энергия *) 

епа 

епа; 

(* вычисление вероятностей перехода *) 

(* индекс массива W равен сумме спинов четырех соседей *)



Программы на Паскале 385 

е4 := ехр(-4.0 / Т); 

е8 := e4 * е4; 

w[4] := е8; 

w[-4] := е8; 

w[2] := е4; 

w[-2] := e4 

end; 

procedure pbc (var i, j, L, sum: integer; 

var spin: lattice); 

(* находится сумма значений соседних спинов; *) 

(* используются периодические краевые условия *) 

уаг 

left, right, up, down : integer; 

begin 

if (i = 1) then 

left := spin{L, |] 

else 

left := spin[i - 1, j]; 

if (i = L) then 

right := зрш[1, j] 

else 

right := spin[i + 1, 1} 

if (j = 1) then 

down := spin[i, Е] 

else 

down := spin[i, j - 1]; 

if (j = L) then 

up := spinfi, 1] 

else 

up := spin[i, j + 1]; 

sum := left + right + up + down 

end;
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procedure accept (i, |, sum: integer; 

var spin : lattice; 

var ratio, M, Е: real); 

begin 

spin[i, j] := -spin[i, И; 
ratio := ratio + 1; 

М := M + 2 * spin[i, j]; 

Е := Е - 2 * spin{i, Л * sum 

end; 

procedure Metropolis (М, Е : integer; 

var spin : lattice; 

var E, M, ratio: real; 

уаг м : list); 

var 

ispin, i, |, sum : integer; 

begin 

for ispin := 1 to N do 

begin 

(* случайный разыгрыш координат спина *) 4 

i := trunc(L * rnd + 1); 

j := trunc(L * rnd + 1); 

(* находим значения ближайших соседних спинов *) 

(* периодические краевые условия *) 

pbc(i, j, L, sum, spin); 

if (spin[i, j] * sum <= 0) then 

accept({i, |, sum, spin, ratio, М, Е) 

else if (rnd < w[sum]) then 

ассер!, |, sum, spin, ratio, М, Е) 

епа | 

епа; 

procedure data (var Е, М, ecum, e2cum, mcum, m2cum : real); 

(* накапливание данных после каждого шага Монте-Карло на спин *) 

begin 

ecum := ecum + E; 

e2cum := e2cum + Е * Е; 

mcum := mcum + М; 

m2cum := m2cum + М * М 

end;
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procedure outdat (М, nmcs : integer; 

ecum, e2cum, mcum, m2cum, ratio : real); 

var 

norm, eave, e2ave, save, s2ave : real; 

begin 

norm := 1.0 / (nmcs * М); 

(* средние на спин *) 

ratio := ratio * norm; 

eave := есит * norm; 

e2ave := e2cum * norm; 

save := mcum * norm; 

$2ауе := m2cum * norm; 

writeln(’ коэффициент принятия := ', ratio); 

утНет(' средняя энергия на спин := ', eave); 

уг Че1п('’ средний квадрат энергии на спин := ', е2ауе); 

утНе!п('’ средняя намагниченность := ', save); 

writeln(’ средний квадрат намагниченности := ', $2ауе) 

end; 

begin (* основная программа *) 

initial(N, L, nmcs, spin, Т, Е, М, м); 

for imcs := 1 to nmcs do 

begin 

Metropolis(N, |, spin, Е, М, ratio, w); 

data(E, M, ecum, e2cum, mcum, m2cum) 

end; 

outdat(N, nmcs, ecum, e2cum, mcum, m2cum, ratio) 

end. 

ГЛАВА 17 

program eigen (input, output); 

var 

VO, a, xmax, dx, x0, yO, xscale, yscale : real; 

procedure parameter (var VO, a, xmax, dx : real); 

begin 

write(’rny6vHa ямы = '); 

readIn( VO); 

умгНе(' полуширина ямы = ');



388 Приложения 

readIn(a); 

угНе('’ максимальное выводимое Ha график значение x = '); 

read|n( хтах); 

write(’pa3smep шага dx = '); 

readIn( dx); 

end; 

procedure plot potential (VO, a, xmax : real; 

var xscale, yscale, x0, yO : real); 

(* задание масштаба графика и построение потенциалаж) 

begin 

xscale := 512 / (2.0 * xmax); 

300 / (2.0 * 10.0); 

x0 := xscale * xmax; 

yscale : 

yO := узсае * 10.0; 

moveto( trunc(xO - xmax * xscale, trunc(yO + 6 * yscale)); 

lineto( trunc(xO - a * xscale, trunc(yO + 6 * yscale)); 

lineto( trunc(xO - a * xscale, trunc(yO + 9 * yscale)); 

lineto( trunc(xO + а * xscale, trunc(yO + 9 * yscale)); 

lineto( trunc(xO + а * xscale, trunc(yO + 6 * yscale)); 

lineto( trunc(xO + xmax * xscale, trunc(yO + 6 * yscale)); 

end; 

function V (x, VO, a: real) : real; 

(* вычисляется функция потенциала V(x) *) 

begin 

if x > a then 

У := VO 

else 

У := 0.0 

end; 

procedure Euler (VO, a, dx, xmax, xscale, yscale, x0, yO : real); 

var 

i, j, parity : integer; 

x, phi, dphi, d2phi, Е : real; 
begin 

write(’vetHaa или нечетная функция (1 или -1) '); 

геаЧп( parity);
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repeat 

write(’E = '); 

readIn(E); 

(* задание начальных значений при x = 0 *) 

if parity = -1 then 

begin 

phi := 0.0; 

dphi := 0.0 

end 

else 

begin 

phi := 1.0; 

dphi := 0.0 

end; 

x := 0.0; 

repeat (* вычисление волновой функции *) 

X:= x + dx; 

d2phi := 2.0 * phi * (V(x, VO, a) - Е); 

dphi := dphi + d2phi * dx; 

phi := phi + dphi * dx; 

(* plot wave function *) 

i := Нипс(хО + xscale * x); 

j := trunc(yO + yscale * phi); 

moveto( i,j); 

lineto( i,j); 

i := Нипс(хО - xscale * x); 

j := trunc(yO + yscale * phi * parity); 

moveto( i,j); 

lineto(i,j); 

until (x > xmax) or (abs(phi) > 10); 

until E = 0 (* для выхода из программы введите Е = 0 x) 

end; 

begin (* основная программа *) 

parameter(VO, a, xmax, dx); 

plot_potential(VO, a, xmax, xscale, yscale, x0, yO); 

Euler(VO, a, dx, xmax, xscale, yscale, x0, y0) 

end.
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— фрактальные ковры 172 
Леннарда — Джонса потенциал 146, 147, 175; 267, 268 
Лоренца сила 252 
Лотки — Вольтерра уравнение 321, 322 
Лучепреломление двойное 240 
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Моделирование 14—20; 80, 280, 330 
Моды нормальные 218 —223 
Молния 165, 166 
Момент импульса (момент количества движения) 70 
Монте-Карло метод 
— — — —анализ погрешности 20—26, 65 

—для интегрирования 15—20 
— канонического ансамбля 201—204, 206 —217 
— микроканонического ансамбля 197—204, 206—217 
—полимеров 67 —76 
—случайного блуждания, см. Ренормгруппа 

— — частицы в ящике 178—191 
Морза осциллятор 138 
— потенциал 137, 138; 315 

Наименьших квадратов метод 86 —90 
Начальные условия 152, 153, 156, 157, 166 
Ньютона закон всемирного тяготения 52, 63, 71, 72, 75—78 
— — второй 50, 64, 72, 82, 91, 100, 104, 202, 215; 280 
— — остывания 26, 39 
— — третий 153, 154 

Обратного преобразования (обратных функций) метод 27—30, 66 
— — — необратимый 157 
Округления погрешность 38, 135, 188



Предметный иказатель 393 

Осциллятор гармонический 
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Снелла закон 248 
Собственная функция 282 
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Суперпозиция 119, 120, 219—221, 230 

Температура 26, 159, 160; 201—204, 219, 222 
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Уравнение логистическое 183 
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Ферма принцип 241—248 
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—сила 73, 74 
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Эйнштейна соотношение 171; 
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Энергии сохранение 71, 103, 131, 135, 157 
Энтропия 157; 182—190 
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